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В. Д.  Кузенков

Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ВЕРОЯТНОСТИ О Г И БАЮЩ ЕЙ И ФАЗЫ  
СУММЫ С ЛУ ЧА ЙН Ы Х СИ Г Н АЛ О В

В некоторы х случаях , связан н ы х  с изм ерением  п ар ам етр о в  сл у 
чайных процессов или с  исследованием  прохож дения  сигналов 
через электрические цепи, имеет место сум м ирование гарм оничес
ких колебаний со случайны ми н ачальны м и ф азам и . В качестве  
прим ера  м ож но у к а за т ь  на процесс, образую щ ийся  путем л и н ей 
ного сум м ировани я  независим ы х потоков радиочастотны х и м п уль
сов (рис. 1). З д есь  о ги б аю щ ая  процесса  во время налож ен и я  и м 
пульсов будет случайной величиной; распределен ие  вероятности

U/i)



tlynw и п н и  ишрримлнх отлично от |)аспределения ф азы  исходных 
iffiMlllillttM Г.

МпПпим |Щопределения не|)оятности огибаю щ ей ф азы  в случае 
гуммнроннини двух п трех гармонических колебаний со случай
ными, равном ерно распределен ны м и на ин тервале  (— я, я ) ,  н а ч а л ь 
ными (разами*.

Н ачнем  рассм отрение с суммы двух  колебаний вида

tii (t) =  U i  cos (cot +  cp*), ( 1)

где U i  — произвольная, но детерминированная амплитуда;
ср,-— случайная фаза, причем плотность вероятности фазы w  (9) 

равна:

w M ==i ’ I ? I ^  7Г> (2)

З д есь  и ни ж е звездочкой отмечены случайные величины; в 
обозначении их реали зац и й  (зад ан н ы х  значений) звездочка  опу
щена. Очевидно, что м одуль  огибаю щ ей суммы V\ . равен 
(рис. 2 а ) :

V ,  =  V u \  +  U l  +  2 U x U 2 cos Ф*, 
ф* ( 3 )

Л  -  T i  -  ? a .  .

где Ф^ — случайная разность фаз суммируемых колебаний.

Известно, что плотность вероятности суммы (разности) двух 
■случайных величин, равном ерно  распределенны х на ' равны х ин-

а)

* Выражение для плотности вероятности модуля суммы произвольного чис
ла независимых векторов приведено в [2]. Однако это выражение является 
сложным, поэтому здесь рассматриваются частные решения.
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т е р в ал ах ,  имеет  вид, п ок азан н ы й  на рис. За (1). О д н ако  при сум 
мировании случайных ф а з  следует  учесть цикличность изменения 
ф азы  на и н тервале  (— я, я ) .  Н етрудно  убедиться  в том, что с 
учетом указан н ой  цикличности изменения ф азы  разность  ф а з  <Di 
будет т а к ж е  равном ерно  распределен а  на интервале  (— я, я ) ,  то 
есть (рис. 36):

^ ( ф х) = 2^ .  I ф 1 I <  *• (4)

о) S)

Рис. 3.

З а д а ч а  определения распределен ия  вероятности  огибаю щ ей 
W ( V i )  сводится  к  зам ен е  переменной в плотности вероятности (4), 
согласно функции (3).

Д л я  обратной функции O i =  <E>i ( V ^  м ож но нап исать
/2

O j =  arc c o s -

• Я кобиан  п р ео б р азо ван и я  равен: 
ДФ,

Vi
2 U x U г

d V x

2V,

V 2 ( u \ v \  + u \ v \  +  u \ u \ )  —  v \ —  u \  — u \

(5)

(6)

Учитывая, что ф ункция (5) на ин тервале (— я, я )  двузначна, 
по известным п р а в и л а м  п р ео б р азо ван и я  плотностей вероятности 
[1] [2] получим, согласно вы р а ж е н и я м  (4 ) ,  (5) и (6) ,

017
W  ( V  ) — 1 — ■

1 K . V 2 { u \ v \ + U l v \  +  U \ U l ) ~ U \ - U 42 - V \ '

|и ,  -  и 21 <  <  и ,  +' и 2- (7)
Д л я  ин тегральной функции распределен ия  вероятности Р  (V i) ,  
огибаю щ ей Vi  м ож но написать:

Р ( У г ) ^ Р ( У 1 < У г )  =



В случае, 'если  ам плитуды  компонент п р о ц есса  одинаковы
U x =  U2=  U, Tci вы р аж ен и я  (7) и (8 ) упрощ аю тся  и соответствен
но имеют вид:

Ц7 СV ,) =  , 0  <  1Л -£ 2 U ! (9)
71 У  \ и г — KJ-

и

Р Щ  =  Р { У \ < У , ) =  -§-a r c s i n & >  0 (10)

Г раф и ки  диф ф еренц иальной  и и н те г р а л ь н о й / 3 (T i)  ф у н к
ций распределен ия  вероятности, построенные согласно в ы р а ж е 
ниям (7), (8 ), (9) и (10), приведены на рис. 4 й' и б соответствен
но. .; |

Рис. 4.

К а к  видно из форм ул  (9 ) ,  (10) и граф и ков  рис. 4 а  к б, в
случае равенства  ам плитуд  Ui =  U2= U  функции распределения  
огибаю щ ей суммы двух синусоид со случайны ми начальны м и 
ф а за м и  с точностью до постоянного м нож ителя  совпадают, с вет
вью, соответствую щ ей полож и тельн ы м  ’ значениям  аргум ента, 
функций распределен ия  одной синусоиды со случайной ф азой  
[23.

М о ж ет  п редстави ть  интерес величина скачка  ф азы  ф*, им ею 
щего место при суммировании с колебанием  u,\(t) колебания 
u2( t ) .
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П лотн ость  вероятности (гр) м о ж ет  быть определена а н а л о 
гично W ( V  1) .  В сам ом  деле , из рис. 2а следует, что

( и г + t / 2c o s ® 1) t g ^  =  ^ s i n ® !
и

, Sin М 1 чФ =  arc t e  ;г-, (11)
• Ь  /7 .4 -m s  Ф . ’  V '

где а  =  -щ.

a -K o s  ФГ
U ,

поФ ункцию Ф 1 =  Ф 1 (г(з) удобно определить непосредственно 
рис. 2 б. П р едп олож и м , что а > 1 .
Тогда функция Ф х =  ФДФ) двузначна:

Ф „(Ф ) =  arc sin (a  s in  ф) +  ф, (12)

Ф 12(ф) =  тг +  Ф — arc sin (a  sin ф). (13)

Д и ф ф ер ен ц и р у я  в ы р аж ен и я  (12) и (13), получим якоби ан
п р еоб разован и я

1. (14)йГФ,
d.4?

a cos 4>
У  1 — a 2 s in 2 ф '

У читы вая поведение функции (11) при | Ф ] | < я ,  получим, сог
ласно (3), (11), (12) и (13), вы раж ен и е  д ля  плотности вер о ят 
ности фазы:

W  ('Д =  ——  а cos ^ ■ - . | Ф 1 а: яге sin — . а  >  1. (15)
4 г. y l  —  a 2 s i n 2 ^  а

Соответственно д л я  интегральной функции распределен ия  Р (ф )  
м ож н о написать: Я(ф) =  Р(ф*<СФ) =

=  - i - a r c s i n (<гs i n ф) -Н |Ф | =sS arc sin-^-, а >  1 . (16)

При равных амплитудах U 1 =  U 2 скачок фазы ф имеет равномер

ное распределение на интервале ^ т о  есть

1̂ (Ф )  =  4 - ’ ' (17)

В случае, если а <  1, то есть t / i < фу нк ц ия  Ф ^ Ф Д ф )  Ста
новится однозначной и определяется  в ы раж ен и ем  ( 12).
П ри  этом плотность вероятности W  (ф) имеет вид

ЩФ) = — f-li-K 05ф___■), |ФЖ*- (18)
2л \  V i — a 2 s in 2 ф )

Г раф и ки  функций Щ ф ) ,  Р ( ф ) ,  построенные по  ф о р м у лам  
(15), (16), (17) и (18), при ведены  на рис. 5а  и б, 6 .

К а к  видно и з  графиков , при а < 7  величина скачка  ф азы  ф>*
м ож ет  п ри н и м ать  все возм ож н ы е  значения на и н тервале  (— я , я ) .
П ри  этом по мере увеличения а вероятность больш их скачков
ф азы  ум еньш ается . П ри  а > 1  величина возм ож н ого  скачка  ф азы



не может превыси ть H z-j-  и ум еньш ается  по мере увеличения а.

Ф ата сум м арного  колебания <р* (рис. 2 а) м ож ет  быть опре
делена как сумма cpv =  (pi+<p. И звестно  [ 1], [2], что плотность ве
р п ы  поста суммы независим ы х случайн ы х величин оп ределяется  
свертков их плотностей вероятности.

Щ -f

Р ис. 5.

В ы числяя  свертку вы раж ени й  (2) и (15), получим 
1 Г 1 1 ' ‘ , . 1Ч1

2 7  “2------- тГагс sin  sm  г)

при — ^агс s in—  +  r j  sg а агсэш -

W  ( <pv ) = ' i  при a r c s i n ~7 ® v <  I t arc sin-

2 7  f-g- +  arcsin (a  sin ф)

(19)

. 1 1при тг — arc sin —  =g tpv it +  arc s in — .

В формуле (19) предполагается, что а  =  4 £ > 1 .  Здесь достаточ-
U  2

но рассмотреть только этот случай.

П ри  а — 1 вы раж ен и е  (19) упрощ ается  и имеет вид
1 ( ~ \ 3 я

, 2 л * "  \ " 2  C?v )  ’  9 "  п  ^  V v

2г. ’

1 (  Л  , \  тс 3

2 л 2 ( 2  ~г  ~  ^  Cf>v- ^  ~  к -

(<?*)  =

2

~2~
я

~2~

( 2 0 )

I



Граф ики  плотности вероятности W'(cpv) приведены на рис. 7. 
К ак  следует из вы раж ен и й  (7), (15), (19), о ги баю щ ая  К* и 

ф а зы  ф* и <pv я в л яю тся  зависимы м и случайны ми вёличинами.
П ерейдем  к рассм отрению  суммы трех колебаний вида (1). 

П ри  этом  . ограничимся
>2Х

1,5

1,0

0,5

определением  плотности 
■вер'оя тн осци оси  б аю щ е й 
V 2 этой суммы.

П ерво н ач альн о  п ред 
полож им , что о ги б аю щ ая  
суммы двух колебаний Vi 
известна, и определим  у с 
ловную  плотность в е 
роятности W  (v2./vi) . И н а 
че говоря, будем ис
к а т ь  распределен ие  оги- 
баю щ ей суммы ' трех
колебаний V% к а к  су м 
му колебаний с оги
б аю щ им и V\  и U  з
(рис. 2 в).

Н етрудно  убедиться  в 
том, что сдвиг ф а з  Ф 2 =  фт— Фз компонент
имеет плотность вероятности , аналогичную
ф а з  Ф 2 м ож но р а с с м ат р и в а т ь  к ак

.
a h  ̂  

а :  0,5

. ^

а

Г
а=У'~иг

Ыг -1

Рис .  6.

этой суммы 
(19). Сдвиг 

р азность  ф а з  первого и 
третьего колебаний ф1— фз плюс (минус) сдвиг ф, возникаю щ ий 
при сум м ировании первого и второго колебаний. Согласно п ри ве
денным выш е рассуж ден и ям , р азность  ф а з  ф*— ф3 имеет р а в н о м е р 
ное распределен ие  вероятности на и н тервале  (— я, я )  с плотно
стью (4). С вертка  плотности вероятности (4) разности  ф а з  ф1— фз 
и плотности вероятности (15) сдвига ф а з  ф приводит к вы раж ен и ю  
вида (19). П ерепиш ем  ф орм улу  (19) с учетом- новых обозначе
ний:

1_
2 я

1-arc sin (a sin  Ф 2) 

при — (arc s in— ■ +  Tt Фо ;a rc s in - ■ it,

W  (Ф о ) ^  -
11 . _ g— при arc s in— тс

. 1
2л

1

Ф о -arc sin (21)

~  j^-^- +  - ^ - a r c s i n ( a s i n ® 2) j  ,

при тг ■ a rc s in - Ф о тс +  a rc s in -

З а д а ч а  определения  условной плотности вероятности H7(v2/vi) 
сводится  к преобразован и ю  плотности вероятности (2 1 ) способом, 
аналогичны м  использованном у выше при определении плотности 
вероятности W ( V \ ) .
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Рис.  7.

В р езультате  вычислений получим 

W { V , / V X)
2V,

2 { V \ V l + U l V \  +  V \ U l ) - V \ - V * - U \  '  (2 2 )

С овм естн ая  плотность вероятности огибаю щ их сумм двух и 
трех колебаний вида ( 1) определяется  произведением  вы раж ен и й  
(7) и (22). В результате  получим» *

W ( V v  V 2) =

=   4 !~- ^  (23)
*2 Jf [ v \ ^ ( y ^ u i r \  [ v \~ { y 2+ u ,Y \  [ l /2_ ({/l_ [ / 2)2] ^V2_ (f/i+{/2)2j

Д л я  определения интересую щ ей нас  одномерной плотности ве
роятности W (  V2) проинтегрируем  в ы р аж ен и е  (23) по Vp, .

W ( V 2) =
=  4Уа_ С    __   V, d V x __

Л2 J  V \ v \ - ( V 2 - U i y ]  +£/*)*] [V \-{U X- U 2y]  [у2_(С7,+Е7,)*]
(24)

И н теграл  (24) берется в пределах , определяем ы х областью  
сущ ествования  поды нтегральной функции. Этот ин теграл  является  
табличны м  [3] и в ы р аж ается  через неполные эллиптические интег
рал ы  первого рода.

В целях  упрощ ения рассм отрим  наи более  интересный случай 
Ui =  U2=  U3=  U. Тогда в ы р аж ен и е  (24) м ож но переписать в виде

W ( V 2) =
\
I

Здесь z  =  V f  .

2V 2
4 U"-

J*2 (V2~ u r

2 V 3 f
■K2 ■ J

(U-V,y

а г
У г  [ z - ( V 2- U ) 2] [ z - ( ' v  s2+ U y } { z - 4 U )  

d z

V o > U ,

■V г X z - ( V , ~ - U ) 2) { z - ( V 2+U )2] ( z - 4 U )  ’ V 2< U -

(25)



В р езультате  вычислений получим . ,

W  ( V 2) =  , v-

,2 (V2 + U ) > [ 4 U * - ( V 2- U y \  ■
где k i -  Тб£/3 w  ' '

l 2 16U3 Vi /974
k2 _  ( v 2 +  u y  f4f/2 _  (u -  V2)2] \  '

З д есь  K ( k )  —  полный эллиптический ин теграл  ' первого рода, 
табули рован н ы й , наприм ер, в [4].

И звестно представление  эллиптических интегралов  через ги- 
пергеометрическую  функцию  [3]. В этом  случае

( W v  Ы т -  - Ь  1; 4
( И Г , ) -  J -------------- У ,  1; k\ \  0 л У 2< и ,

'  2 K ( V t + U ) l 4 U * - ( U - V 1y  , Л 2 2 у - )
Kz ° )

где F 2 (-t t . 4 - ;  ^  ^2) — гипергеометрическая функции.



З имргим, 'ill* I п iki|)геометрический ряд своими первыми членами
к \ <  I при I/..■►.'{// и Лг<С 1 n p H l / 2< C f/.  При этом быстро сх о 

дится и может быть представлен

4 -;  1 ; F ) =  1 + 2 ^  + 9 ( ^ f + . . .

1аким образом , вычисления по (28) в асимптотических слу
ч аях  существенно уп'рощаются. Г р а ф и к  плотности вероятности, по 
строенный по ф орм уле  (27), приведен на рис. 8. И з  гр аф и ка  вид
но, что наи более  вероятны значения  огибаю щ ей V2, близкие к а м 
плитуде с л а га е м ы х  колебаний U.

П риведенны е в статье  характери сти ки  суммы случайны х ко 
лебании позволяю т вычислить м атем атические ож и дан и я  и дис
персии п ар ам етр о в  процесса , вероятности выхода их за  некоторый 
уровень и т. д. 4
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