
Е. Ю. Ш е р е д ь к о

РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО
ВИТКА

В некоторых источниках,  нап ример [1], хорошо излож ен во п
рос о поле зам кн утых кольцевых излучателей.  Однако,  на п р а к 
тике могут найти применение  за м кн ут ы е  изл учатели не ко л ь ц е 
вого, а эллиптического профиля.  М етоди ка  расчета  э л ек тр о м агн и т 
ного поля таких нитевидных эллиптических колец отсутствует.  
Поэтому,  изл ож ен ие  пр ед лага ем ой  методики в р а м к а х  статьи 
пре дс тавляет  интерес.

Д а н о  нитевидное эллиптическое  кольцо (рис. 1), уравнение  к о 
торого в па рамет рическо й фо рме  описывается  соотношениями:

х  — a cost ,  у  =  frsinC 

Элемент  длины кольца  d S  -  а ] / 1  -~ е- cos-1 dt,

где е =  у  1 — — эксцент рис ите т  элл ип ти че ск ого  кольц а;

а  и b — соотв етств енно б о л ь ш а я  и малая  п о 
луоси.

Д л я  определенности,  закон распре дел ен ия  тока  по ко л ьц у  п р е д 
с т ав л я е м  в виде чисто бегущей волны с неи зменной амплитудой.  
Л е г к о  проследить,  что полученное решение  будет  сп раведли во  и 
д ля  ряда  других законов  ра спр ед еления  тока.

I  = i e ~ l aS( t )  •
,  ̂ 2 п ‘

где а — фа зо вая  постоянна я ,  равна я  - у - ;

S  (/) — т е к у щ е е  зна ч ени е  спря мленн ой дли ны э л л и п ти че с к о г о
коль ца ;

/„ — ток  кольца  в т очк е  во з б у ж д е н и я .
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На достаточно большом удалении от кольца, т. е. в волновой 
зоне составляющие вектора потенциала Герца в прямоугольной 
системе координат определяются соотношениями:

р  =  y w  / а 1®(0 — х cos <р - sin 0  — (/ sintp • sinQj^.^  ̂  ̂ ^

О

р у =  В Ъ  о
/а [ S ( f ) - * c o s c p  • sin 0 - .у sin <р ■ sin в] CQs(,di

0.

(1)

(2)

В этих выражениях приня
ты обозначения:

а,  I о — / “Я.Л =  

В

4 T.sjwR 
Ып jaR

4r.sjmR '

в ,  ср, R — сферические коор
динаты точки наблю
дения М (рис. 1).

Легко проверить, что функция 
t

S( t )  =  f  d S =

Рис. Ч. Эллиптическое кольцо и основ
ные обозначения в прямоугольной 

и сферической системах координат. а J у л '1 — е2 cos2 t dt,

выражающаяся через неполные эллиптические интегралы II рода 
Е (е , t), с высокой степенью точности аппроксимируется функцией

S' ( t) — a [cj t — с2 sin 21) ^  S (t). (3)
Здесь

2 E
c, =

( * t ) с ,
£ ( * ‘  - г )  - - r £ ( e ’

Действительное и аппроксимирующее значения функции S (<) 
приведены на рис. 2 для двух крайних значений эллиптичности
— , равных единице и нулю. Погрешность аппроксимации в гра-

дусной мере не превышает в худшем случае 90° при Д S <
где X — длина волны, на которой возбуждается кольцо.

Подставив выражение (3) в формулы (1) и (2), разложив 
и cos^ по формулам Эйлера и введя обозначения

с,- COS ! • sin 0 ,  с. =  —  sin ср • sin 0
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71/2 ? Ч  %  t
Рис.  2. Действительный и приближенный закон изменения  
спрямленной длины дуги эллиптического кольца. S  ( t )— д е й 

ствительный, (г) —- приближенный.

для  Р х и Р у, полу чим:

р    j i a  (Cj ■ t — с2 s in  2 /  — с3 cos t — c4sin t)  +  j t  ,,
'  x ~  2Г \ jj 6 ' a t  ~

~j' jaa  (cr f —-c 2sin 2t  — c3 c o s t — ct ■ s in  / ) — j t  ^  j  ^

{2r.:  — jaa ( c j  — c2sin 2 t — c3 cos t — c4 si n t)  — j t  . 
j e • a i  -p
0

9-r •
"2— j aa ( c j  — c2 s i n 2 t  — c3 cos / — c4 s i n / )  — j t  d t  I

+  J (■ (o;
0 f

Таким образом:

p*  =  4 r {7- -  h- Ц *  p y =  4  (7> (c ) + 7* <c)>-

где 11 (с) и I 2 (с) — ин те гральн ы е  со о т н о ш е н и я  пе рвог о  и второго  
вида  в в ы р а ж е н и я х  (4) и (5).

Р а с к р о е м  эти ин те гральны е соотношения,  прои зведя  р я д  п р е 
образ овани й;

с3 cos t -f- с4 sin t — \ cos ( t — x), *

« =  y f  C32 +  c42 =  sin 0  V  cos2 cp - f  sin3cp , 

t  =  arctg -g -  =  arctg tg » ).
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И спо льзуе м  т а к ж е  хорошо известное р а з л о ж е н и е  по ф у нк ц ия м  
Бесселя:

т = f оо
cos (f — -) v  , -ч /ям/  -)

е ^  ( /)  1т (яа' ,)е'  '  \
/71 оо

С учето м и зл о ж е н н о г о  д ля  первог о  и второ го  ин те гр ал ьн ы х  
со о тн о ш ен и й  полу чим:

m  =  +  00

— / к ^  +  /2  s i n 2 f
Л М  =  2  i/ ) "7-. СЯ|е +

« ЧОС h
/ П  2=  4 _  о о  0

I ,  (с) =  У  ( / ) т / т ( Р ) е ~ / т т Т е  / М  4 / z s in 2 '  -d/,
о

т  =  — 00

где

р — аа ; ,  г =  аас, ,  /г, =  аас,  — т  — 1, fc, =  аас, — т  +  1. 

Р азб и в  весь  интервал  ин тег рир ова ния  на четыре  учас тка ,  

ч ер е з  и пр о и зв е д я  за мен у пе ре менн ых ,  п о л у ч и м :

т =  +о°

Л (с) =  4 " 11 2  и ) т1т ( р ) е i m ' \ L ' <  { 2) \  е Г ‘ "  • Lv (- z) +
т  =  - ОС

4 е • Z.v (2) +  е ,3'“ -L;  ( — 2) }, (6)

где

Lv (2) =  / ,  (2) -  jE~, (2), / м 2 — v, — 4 -  (аас,  - т  -  1);

7v (z ) — "7“ ' cos ”  2 sin в )  d 0  — м о д и ф и ц и р о в а н н а я  ф у н к ц и я
“ о

Бе сселя  — ф у н к ц и я  Ангера ;
1 г: . .

Е-, (2) — —  j | i n  (vS — 2 sin 0) dQ — м оди фи ци рован на я  фу н к ц и я
и

Бе сселя  — ф у н к ц и я  Ломме-  
л я -В еб ера .

Т абл и ц ы  этих функций опу бл икованы  в работ е  [2]. Сов ершен но 
а нал огичны м о б р аз о м  придем к выводу,  что

т  = +  оо
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7:> (С) =  4 “ 17 2  ^ mIm ( P ) e /m i{ L 't (Z) Ar l  i l "L- ( ( — z) +
m  —  o c

+  e_ / 2 , %  ( z ) + e “ /3lf%  ( - 2)}, (7)



т =  —  —  (a ac i -  m  1)

Рис. 3. К о п р ед е л е н и ю  составляю 
щих напряженности поля.

и все остальные о б о з н а ч е н и я  п р еж н и е .

Под ст а в и в  (6 ) и (7) в ф о р м у лы  для  Р л и Р у , получим в ы р а 
жения д л я  пря моу го льн ых  с оста вляю щ их  вектора  потенциала  
Герца в общем  виде. З н а я  пос лед 
ние, найдем со с та в л я ю щ и е  н а п р я 
женности электрического  поля 
P #  и Еу  применительно к д а л ь 
ней или волновой зоне  в с ф ер и ч е 
ской системе ко орди н ат  (рис. 3) ,  
воспо льзовавшись  известными с о 
отношениями [4].

Ре =  Р х cos6 ■ cos® -j- 
4- P ycosG • sin 9 I P .  sin 0;

Pco — P vs in  <f 4  P y coses;

P f t  =  P v s in 6 cos® 4  

4  P y sinG-sin® 4- P.cosG;

E<) — — /'wPo ; Pep —
-  /cuPtp ; P f i  =  0 .

Д л я  некоторых частных случаев  все расчетные соотношения 
могут быть существенно упрощены.  В частности,  ан ал и з  сумм в 
скобках  вы р а ж е н и й  (6 ) и (7) показыв ает ,  что при v и к ра вн ых 

0,5; ± 1 , 5 ;  + 2 , 5  и т. д., она п р е в р а щ а ет с я  в ноль, а при * и ]  р а в 
ных 0; ± 1 ;  ± 2 ;  ± 3  и т. д., сумм а стан ов ит сщ рав но й

( -  l ) v+  ■ 4 Р +  (2).

Это обусловлено тем, что функ ция Ангера  при поряд ке  ф у н к 
ции, равно м целому действите льном у числу,  п р е в р а щ а ет с я  в ф у н к 
цию Бе сселя  первого рода  целочисленного пор яд ка .  Свойства 
функций Ангера  из лож ен ы в [3].

Н етрудно пок азать ,  что в случае,  когда по длине  эллип ти че 
ского ко льца  укл а д ы в а ет с я  целое  число длин волн,  * и 1 пр ин и
м аю т значения  кр атны е + 0 , 5 .

Д л и н а  эллиптического ко льца  опред еляет ся  в ы р аж ен и ем

5  ( t ) ( 2- 4 a P  (е, - J - ) ,  

где  Р  (е, -4 -)  — по лны й эл лип тичес кий интегр ал  второго  рода.

П о л а г ае м ,  что

4 а Р  (е, -+-) — п)..
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Зд е с ь  п — число длин  волн, у к л а д ы в а ю щ и х с я  на  эллиптическом 
ко льц е .

Отсюда

а — п*

4Е ( ' . т г ) ’

Под ст ав ив  зн ач ени я  а в ф о р м у л ы  д ля  v и j ,  полу чим:

> =  - д - ( л — 1 — т),  т =  (п +  1 — т).

П ос к о л ь к у  т пр инима ет  целочисленные значени я  и нуль,  зна-  ! 
чения  v и у для  различ ног о  целого числа длин волн,  у к л а д ы в а 
ющих по дл и не  кольца ,  будут  кр атны м и 0,5. Сл еду ет  отметить,
что д л я  нечетного nv и у кратны  нечетному числу 0,5 при т н е 
четном, а д л я  п четного v и у  кр ат ны  нечетному числу 0,5 при т 
четном.

П оэ том у
Ш  —  +  с о

Л (с) =  2“  v  ( j ) " e ~ fmz 1т(р)  /„ (2). ( 8 )
т  —  о о  

т  =  о о

/ 2 (с) =  2* v  {j)me --im4 m { p ) i ^  (2) (9)

т =  — оо

С у м м и р о в ан и е  производится  только  по четным зн ачени ям  >п 
при п —  нечетном и по нечетным зн ач ени ям  т, при п — четном.

Д л я  г лавны х плоскостей (рис. 3) плоскость  x o z  (ф =  0) и п л о 

ско ст ь  yoz  ( <р =  в ы р а ж е н и я  (8 ) и (9) е щ е  упрост ятс я

д л я  п л о с к о с т и  ?  =  0 

Т =  О, е ?  *тх =  1

Ш= +  ОО

л  (с) =  2*  2  o' )m/m(p) /v  (2),
/7 1  =  —  о о

т =  - \ -  о о

/ 2( с ) = 2и V  и г 1 т(р)1^ (г).

т =  —  о о

Д л я  п л о с к о с т и  ?  =  у

-  =  4 - ,  (i ) me -  imz =  1
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т =  + б о  т  —f- оо

/ , ( с )  =  2тг ^  1т( р ) К  ( 0 .  М * )  -  2и ^  / т (р ) /7 (2).
ш  =  — оо т =  — оо

Соответственно и составляю щ ие напряж енности электрического 
ноля Eg и £ ? будут равны:

в п л о с к о с т и  <р =  0 ч
Ш — +  оо

£ 0 =  — Лаж V  (j )mIm ( p ) [ / v (г) — I.t (г)] cos в.
т — — со 

/Я  = - | - о о

-  - /'Bt07t V j  W " 7* ^ ) ! 7* +  Li <*)!•
Ш  =  —  оо

Р  =  — - sin6
2£

В П Л О С К О С Т И  rf  —  - j -

Щ—-j-oo

£ „  =  -  / Р ш т :  ^  / т  ( р )  [ / v ( 2 )  +  / 7 ( 2 ) ]  COS 6

т = — оо 

/Л — +  °°
Е 9  =  -  Л « Ж  ^  1 т  ( р )  [ / „  ( 2 )  -  / 7 ( 2 ) ]

Ш  =  — оо 

п  Я-тс Ь ■ пР -  ---------  :---Sin0 .
2 Е (*.т) *

В качестве иллю страции применения метода приведем некото
рые результаты  расчетов полей излучения эллиптического кольца 
с эллиптичностью, меняющейся от нуля до  единицы при условии, 
что число длин волн, уклады ваю щ ихся на длине кольца, равно 
единице. М аксимальное значение Р  не превыш ает 1,57, Поэтому 
величину т можно ограничить значением, равным 4, при этом 
погрешность в расчетах будет весьма незначительной.

Ограничив сумму т значением, равным 4, получим:

в п л о с к о с т и  <р =  0
т =  + 4

2  О'УЧЛрМЛ (г) +  L t (2)1 =  /о(р)/о (г) +  
т = —4

+  / 0(Р )Л (* ) — М р И о (2)
6 -5 4 4 3  81



т =  +  4
2  (/)m/m (Р) Kv (Z) -  I , (Z)] =  Io (P) /„ (Z) -  /о (P) 11 (Z) +  / ,  (P)- /о (z) 

m ——4 y ‘

В П Л О С К О С Т И  О =  - y

m =  + 4

2  ! m  (P) K v  (Z) +  / v (z)] / о  (P) / о  (z) 4- / 0 (P) Л (z) -Г /l- (P) h  (Z)- 
m =  — 4

2  / « ( P ) l ^  (z) - - / 7 (Z)| * / 0 (P)/o(z)  / „ ( P ) / i ( z ) -  / j ( p ) - / 0 (z).
m =  - - 4  '

Рассмотри м два пр е д е л ь н ы х  сл у чая :  =  0 н —  1.

В первом случа е  эллиптическое  
кольцо в ы р о ж д а е тс я  в пр яму ю  л и 
нию, об те к ае м ую  бегущей волной 
тока  д в а ж д ы  в прямом  и обратном 
н ап р ав л ен и ях  (рис. 4 ) ,  т. е- в п ол у
волновый симметричный излучатель-  

Во втором случае  эллиптическое  
кольцо переходит  в круговое  кольцо-

2 а
/

ж
/

X /

1 с л у ч а й —  0 (z - - 0,320,  

р =  1,57 sin В • cos 9) 

п л о с к о с т ь  ? 0, р  -■= 1,57 sin В

Е н =  -  О) Л Г [ /,, (Р ) /„  (2)

Риг. 4. Эллиптическое кольцо, _  /  (/7) /  ы  (р) /  (z) |  - cos В -  
выродившееся в прямую линию. ' UW1 ’

' Е.. 0.

п л о с к о с т ь  9 =  р =  0.

Е.. =  Ai»~ | / 0 (2) / ,  (г)].

=  0 .

Как и с л е до в а л о  ож и д ать ,  в плоскости 9 =  -у- н а п р яж е н н о с т ь  
поля  не зависит  от угла  и .

2 с л у ч а й — = 1  (2 =  0 , р sin В, Я =  Л)

П Л О С К О С Т Ь  9 = 0  

£ н  =  -  Лш--  [/„ (р) -{- / ,  ( p ) [ c o s B  =  — 2Лси- h i p .  С05И 

£ -  =  — /Лс»it | / 0 (р) -  / ц(р) ].
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п л о с к о с т ь ср

Eq — — /Аюя ■ cos 0  [/0 (р) -)■- / ,  (р)| =  /2А 0)11 / | Р̂'■ cos 0

Е - Л с- | / 0(р) / ,(Р ) |

Риг. ,5. Характер изменении диаграмм направленности при раз
личных значениях эллиптичности кольца.

На г р а ф и к а х  рис. 5 по ка зан  пос ледовательный х а ракт ер  и зм е
нения д и а г р а м м  нап равленности эллиптического кольца  при м е н я 
ющейся эллиптичности.  По  длине  кольца  укл а д ы в а ет с я  одна  д л и 
на волны.  К а к  видно из г р а 
фиков,  меняя  эллиптичность  
кольца,  мо жн о  в широких 
пределах  изм енять  степень 
неравномерности д и а г р а м м  
нап равленности в плос ко
стях
хог  (® =  0 ), х о у  ( в  = -Jj-),

yoz  На  рис. 6 пр и

ведены графи ки за ви си мо 
стей степени н е р а в н о м е р н о 
сти диаграмм на п р ав л ен н о 

сти в пл оск ос тя х  0  — -тг,

Рис.  6. Графики зависимости степени н е 
равномерности диаграмм направленности  
от эллиптичности кольца в различных

плоскостях 8  =  в плоскости ср =  0,

9  2~'для  с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я 
ж енности поля и® =  0 для  
со с та в л я ю щ е й  Е в . Ст епе нь  нер авн оме рн ос ти оцениваетс я  коэф 
фици ентом  К .

д- _ £ inax C n in
Е max

6*
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