
С. В. А Р Х А Н Г Е Л Ь С К И Й

ПОСТРОЕНИЕ ТИПОВЫХ ПОРОГОВЫХ ФУНКЦИЙ

П ороговы е функции (П Ф ) привлекают к себе пристальное вни
мание ученых, объясняемое широким классом физических элемен
тов, реализующих эти функции [1]. Различного рода исследования 
класса ПФ требую т рассмотрения всех пороговых функций, зави
сящ их от n -переменных. Однако при возрастании числа п число 
пороговых функций т очень быстро увеличивается. Так, уж е для 
п =  4 число т<= 1880 [1]. Это обстоятельство значительно усложняет 
исследования. П оэтом у естественно стремление разбить весь класс 
пороговы х функций Р п на группы с адэкватными свойствами вхо
дящ их -в них функций. Тогда при исследованиях достаточно было 
бы рассмотреть только по одному представителю из каждой группы 
так называемых типовых пороговых функций. При этом возникает 
задача разработки алгоритма построения класса типовых порого
вых функций Р пт , который бы позволил избежать полного пере
бора функций от n -переменных. Указанным вопросам и посвя
щена данная работа.

Основные понятия

Функция f (x i ; х2;...; х * ; . . . ;  х п ) называется пороговой, если 
она мож ет быть представлена в следующ ем виде:

f { x { ,  х 2; ... ; х к\ ... ; х „ )  =  Sg  (

где
0, если О
1, если О

х к =  0; 1; к =  1; 2 п;
к —  (к±= 1; 2; ... ; п) —  любые действительные числа.

У) Ъкх к — ®
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Здесь L —  оператор взаимно-однозначного отображ ения множества 
первых п натуральных чисел на самого себя, то есть L есть «-м ер 
ная подстановка.

Ое=0; 1, причем х ° = х ;  х '= Х ;  1 = 0 ; 1; 2; ...; п. М ож но пока
зать, что эта группа функций обладает следующими свойствами.

1. Если хотя бы одна функция из группы 'пороговая, то все 
функции этой группы пороговые.

2. Реализующ ие векторы функций, входящ их в одну группу 
могут быть такими, что отличие их друг от  друга будет заклю
чаться только в изменении знака одного или нескольких разрядов 
и в перестановке разрядов местами.

Более точно эти свойства выраж аются следующим образом : ч
Если функция / ( х , ;  х 2; ... ; х к; ... ; х п) пороговая и для нее 

реализующ им вектором является вектор 5 =  (?р |2; ... ; Ък\ ... ; ?„), 
а центральным вектором: 8 =  (8,; 82; ... ; ок; ... ; 8л) то функция

J \ x l{1) , x t(2) , ... , x i{k) , . ..  , x . {n) j ,  

тож е  пороговая и ьекторы

у) = ( ( — 1)э+^<1)5|(1); . . . ; ( _  ... ; ( -  1)*Ь|<->?г(я)) (8)

Т =  ((— 1)3о+!7<<1> §|(„; ... ; ( _ i p + a iW 6.(ft). _  . (_ 1)3«-Ьг(Л)6/(я)) (9)

являются соответственно реализующими и центральными векто
рами для этой функции.,.

Выделим из такой группы функцию, у которой центральный 
вектор б имеет неотрицательные разряды, удовлетворяющ ие не
равенствам

81> 8 2 > . . . > 8 л > 0 .

и у которой пороговое множ ество A f  содерж ит Sf  элементов, при
чем . Эту функцию назовем т и п о в о й  п о р о г о в о й
ф у н к ц и е й .

Следует отметить, что вы бор типовой функции является произ
вольным и диктуется только удобством  записи условий.

П одобные определения типовой функции были выведены во 
многих работах, в частности в [2] и [3].

Таким образом , мы определили класс типовых пороговых функ
ций Рпт- Рассмотрим свойства этих функций.

Свойства типовых пороговых функций

Теорема 1. В группе функций,'определяемых выражением ’(5 ), 
сущ ествует только одна типовая функция.

Д оказательство. П редположим, что кроме типовой функции 
f(x b  х2;...; Хп) сущ ествует типовая функция <р. Так как она по 
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Откуда

x m)h’ -  : ■*’ $>) =  ? 2°  (x °'l{K  x°m ; ... ; x ’/rn) 

Учитывая что (z11*)0/  =  z  получаем:

9 1(x1; x 2; ... ; х я) =  (Tfo)"» [(x°/(i));o-(V/)( x V )  )a;(2); ... ; {x°m  )ai(n)j  =  

=  7ао(хаЦ1у, xa/<2); ... ; x c/(«i)
2 4 i ( l )  / ( 2 )  у<в ) ’

зд есь : z ai(k) =  (z0/<i;) )°m> для лю бого k =  0; 1; 2; ... ; n. 
Произведем перестановки

Л =  /г(1); г(2); ... ; г(«)\ /1 ; 2; ... ; «
1 /(1 ); ^ '(2 );... ; ; ' ( « ) /  U ( i ) ;  £ ( 2 ) ; . . . ;  О Д

Получим
r'i(X j; х 2; ... ; х„) =  <?°о ( х ° т ;  х®*<2); ... ; х®^л))

Следовательно, функция ? 2(x t; х 2; ... ; х п) — принадлежит к той же 
группе, что и ? ! ( x t; х 2; ... ; х л). Так как ^ (х ^  х 2; ... ; х „) должна 
быть типовой функцией, то  по теореме 1

V2 C l̂> X2i ... » X n) — p̂j (X j, Х 2, ...  , Хп)  ,

Следовательно, функции f(x{, х 2; ... ; х п) может соответствовать 
только одна типовая функция.

Утверждение доказано.
Из вышеизложенного видно, что класс Рпт значительно меньше 

класса Рп. Количественно это можно выразить следующим обр а 
зом. Пусть в классе типовых пороговых функций Рпт от d -перемен
ных содерж ится t функций, сущ ественно [4] зависящих от «-п ере
менных, а класс всех пороговых функций Р п содерж ит р функций, 
сущ ественно зависящих от «-переменных. Тогда получим

2" t < / 7 < « - 2 "  - t.

Теперь перейдем к рассмотрению основного свойства класса 
типовых пороговых функций. Для этого предварительно докажем 
некоторые положения.

Лемма 1. Если в реализующем векторе I ?,• =  , то  и 8(- =  8;.
Лемма 2. Если в центральном векторе б порогрвой функции 

/ 8 г^>8;- , то в реализующем векторе .
Лемма 3. Если в центральном векторе 6 пороговой функции f 

б; =  87- , то сущ ествует реализующий вектор, в котором . 
Д оказательства аналогичных утверждений можно найти в [5] 
(стр. 210— 212).

Лемма 4. Если в любом реализующем векторе I

?к =  0, то  и 8К =  0 (10)
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Действительно, на основании условия (10) заключаем, что
любому вектору я  €Е A j , у  которого я к =  1 можно привес
ти в соответствие вектор b ^ A f , у которого b t =  я* при любом 
I Ф k, Ьк =  0 и обратно. Это значит, что: *

Slf =  S°kf и 8K = S l f ~ S °kf =  0.
Л емма 5. Если в реализующем векторе то

Действительно, т. к. ? / > ? ; ,  то любому вектору я е Л у , у ко
торого  ay =  ( , можно привести в соответствие вектор b ^ A f , у 
которого также Ь; =  1. _

Следовательно 5,- >  S/1, что означает из выражения (3): Ф >  bj.
Л емма 6. Если в реализующем векторе £:

? к > 0 ( 1 к < 0 ) ,  то бк > 0 ( 6 к < 0 )
Действительно, т. к. ^ к ^ О ^ к ^ О ) ,  то любому вектору я е Е Л / ,  у 
которого  a K =  Q( aK ~  1), можно привести в соответствие такой 
вектор b у которого b K =  1 (Ьк =  0). Следовательно,

Slf <  Slf (Si, >  Slf) или 8K >  0 (S K <  0).
Лемма 7. Если в центральном векторе б пороговой функции 

/ :  бк =  0, то сущ ествует  такой реализующий вектор £, в котором:
Ск =  0 .

Д оказател ьство . П усть одним из реализующих векторов функ
ции /  будет вектор:

'п =  h i ,  ъ ;  ••• ; % - ц  ^ - н ;
в котором т|к >  0 (vjK ^  0). Тогда любому вектору а е Л у ,  у кото
рого b к =  1 (Ьк =  0) можно привести в соответствие вектор b E z A f ,  

у которого b к =  1 (Ьк — 0) 1 i =  я,- для лю бого i=fck.
По условию леммы бк =  0 и из равенства (3) имеем:

Slf =
Отсюда заключаем; что указанное соответствие векторов я и b 

может быть только взаимооднозначным. То же самое можно ска
зать и о  векторах из множества A f .

Следовательно:

f  (*И ’ •'* * -^к —1> -Xk+I* » -Х/г) ~  Е  (*Xl> ••• ’ -Хк —1> Е  .Х-к-Щ» . . .  > -Х/Л

при любых значениях х г; ... ; дск—i? -xK+i ; ••• ; х п 
Далее имеем:

11
f  {■% 1> ••• ? -1> 0, X K-f i> ... » ( 2  *4iX i © ) =

,  l—l
Yi^k

п

=  f  (^i> . . .  • ^ к  —1» -^к+ i»  •*. > *^я) —  S g  ( ^ 2  ®)*/ =1 
1фк
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Отсюда получаем:
П

f ( x i !  . . .  ; х к _ б  0  Х к + б  . . .  ; x n) =  Sg ® ) -i=iiŷk
П

f(x { , ... Xk-1; 1; xk+i; ...; x„)=^Sg W i  — 0),
1=1
iŷ K

Н етрудно видеть, что два указанные тож дества охваты вают все 
значения Хг N. П оэтом у можно записать:

П

/ ( * „  ••• » Xk— 1» Xk , Хрц-l, ... , Хп) Sg Т р Х /  О ) .
/=1
i /-= 1

Таким образом, сущ ествует такой реализующий вектор с, в кото
ром:

1 S< =  т],- для всех t =?«= k 
и: gK =  О

Лемма 8. Если функция от п-переменных

У (*1> Х‘2, . . . , Х£, ... , Хл) €Е: /"̂ л, (11)
т. е. если /  — пороговая функция, то функции от (п — 1)-ой перемен
ной

f  Л-2» • • • » 0, . . .  , Хл) ЕЕ Рп
(12)

I f  (Х\, х 2; . . .  ; 1; . . . х „ )  е Я » .
также пороговые функции.

Другими словами, (12) является необходимым условием того, 
чтобы f была пороговой функцией.

Действительно, так как функция (11) —  пороговая, то у нее 
сущ ествует реализующий вектор

S" =  ( ? б  . . .  ; Ik- ь  Sft+ ь  . . .  ; ?л)

Очевидно, для функций (12) реализующим вектором будет вектор

=  (gjj . . .; ?*_!; sft+1; . . .  ; £„ ) _

А это означает, что функции (12) —  пороговые.
Введем понятие расширенно-типовой функции. Класс таких 

функций обозначим через Р прт-
Расширенно-типовой функцией будем называть лю бую  функцию, 
у которой в центральном векторе

С

о =  (S ,; 62; . . .  ; 3 „)

5, >  д2 >  « j >  . . .  >  8„ >  0.
Очевидно Р пт е  Ртрп.
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Помимо ТИПОВЫХ пороговых функций В класс Р пРт. входят функ
ции, у которых Sf  > 2 n_1. Нетрудно заметить, что каждая такая фун
кция у (х ^ х ^ ... ;  х п) получена из некоторой типовой /  (х х; х 2; . . . ;  
Хп) с помощью следующих операций:

Т (-̂ 1> -̂ 2' • ■ • > -*■п) =  f  (̂ "1’ -̂ 2> • • • > Хп)- 
Отметим, что функция

ю0 (**"1* -̂ 2’ • • • ’ Хп) =  0.
принадлежит к классу Я „т  и, следовательно, к Р прт■ А функция 
<»! (х х; х 2; . . . ;  х „ ) = 1  принадлежит к к л ассу ' Р прт.

Теорем а 3. Для того , чтобы пороговая функция 

f ( x x; х 2; х 3; ... ; х п)
была типовой необходимо и достаточно, Чтобы выполнялись сле
дующ ие условия: 1) функции / ( 0 ;  х 2; х 3; ... ; х п) и / ( 1 ;х 2; х 3; . . . ;  
х п) были расширенно-типовыми; 2) S / < 2 n_1; 3) А  >  А- где 6 =  
(А ; А : А ‘> ••• > А )  — центральный вектор функции / .

Д остаточность: П усть функции от (п— 1)-ой переменной ? ( х 2;
х 3; ... ; х„ )  и т)(х2; х 3; ... ; х„ )  — расширенно-типовые функции, 
у которых: '  , ' s

Sv + S v >  2п~ ' '

имеют центральные векторы соответственно: а = (а2; а3; . . .  ап) и
Р = (Рг! Рз--- Рл)- 
Построим функции:

f  {х  iJ х 2; х 3; ... ; х п) =  X] & 7 (х 2 . х 3, ... ; ... , х п)\у

V  Х !&  т)(х2; х 3; . . . ;  х „ )

Если функция /  — пороговая и если Sv >  а2 +  р2, т о  /  — типовая 
функция.
Действительно, найдем центральный вектор функции / :

о =  (А; А; А ; ; А )
Имеем:

О! =  >  А  =  <х2 +  Р2 >  А  =  а3 +  р3 >  ... >  А  =  а„ :+  >  0,

т. к. по условию

а* >  0; р * > 0 ; я * > а А+ь Pft >  Рк+ь
а отсюда следует:

а* 1+ Р* = А  ак+1;+ рк = А+1

при k — 2; 3; . . .  ; п  —  1.

Следовательно пороговая функция /  — типовая. Отметим, что 
имеют место равенства: I
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f  ( 1 , x 2, x 3, .,. ; х п) — 9  (x 2; х 3; ... ; х „ )
и

f  (О,  Х 2, Х 3 , . . .  , X n)  =  7) ( Х 2 ; , -^3 ••• > Х л) .

Таким образом, достаточность доказана.
Н еобходимость. П усть / (х ,; х 2. х 3 . . , ;  х„ )  — типовая пороговая 

функция, у  которой центральный вектор
о =  (5 ,; 52; 83; . , .  ; о„)

Очевидно имеет место:
Sf <  2л-> и 8; > 82'.

Покажем, что функции / ( 0 ;  х 2; х 3; ... ; х„ )  и / ( 1 ;  х 2 : х 3; . . . ;  х„ )  
— расширенно-типовые функции.
Так как /  — типовая пороговая функция, то  сущ ествует такой 
реализующий вектор (лемма 2, 3 и 7) в котором:

Как следует из леммы 8 для функций / ( 0 ;  х 2; х 3; ... ; х„ )  и 
/ ( 1 ; jc2; х 3; . . . ;  х „) реализующим вектором будет ( « — ^  — мер
ный вектор:

И ,— (?2> ?3> ••• i ?л).

Так как ^  >  е2 >  ... >  >  0, то, как следует из леммы 1, 4, 5 и 6 ,
имеем:

я2>  а3 >  ... >  ал > 0

Р2 > Р 3 > ' . . . > р « > 0  
где

я =  (<х2; а3; ... ; ал)

Р =  (Рг! Рз> ••• > Р«).

* Центральные векторы функций соответственно:
/ ( 1 ,  х 2, х 3, ... , Хп) и / ( 0 j  х 2; х 3; ... ; х п).

-Т а к  как эти функции пороговые и для них имеют место неравен
ства (12), то они расширенно-типовые функции, что и требовалось 
доказать.

Составление таблицы типовых пороговых функций

жАлгоритм составления таблицы типовых пороговых функций, 
основанный на теореме 3, проиллюстрируем на примере составле
ния ее для функций от четырех переменных по таблице типовых 
пороговых функций от трех переменных.

Предположим, что нам известен класс Р „ т— функций, завися
щих от 3-х переменных (см. таблицу 1, функции / 0- ь / 5).

(12)



Таблица I

f-l 7-2 3̂ /0 /1 /2 /з и /б
/

/в h fa /»

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 1 1 0 0 0 0 0
«

1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1

1 0 1 0 0 0 „ 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Дополним этот класс до Р Пр т ( /о ^ /« ) .  Все функции в таблице 
расположены в порядке неубывания числа конституент. Проводим 
горизонтальную черту, делящ ую нашу таблицу пополам. О бозна
чим ц 1ь —-число единиц в верхней (над чертой) части таблицы 

для функции f ;
q in —  число единиц в нижней части таблицы для этой же 

функции;
q i —  общ ее число единиц для функции ft.

О тсю да
q i — й1ь\+ q in-

Сгруппируем функции во всевозмож ные -пары вида ( / / ;  / ; ), 
которые удовлетворяют следующим условиям:

I- K J .
2 . <7 г ; +<?;• < 2 " (в нашем случае q t +  q T K 8)

3 q in ^  qib- /
Получим:

( / о !  / 1), ( / о ! / 2) .  (/о>  /з )>  ( / о ‘> / 4). ( / о !  / а ) !  ( / о !  / б ) ,  ( / о !  / ? ) .

( / 0; Л ) ,  ( / 0; / 9) 
и: (Л ; Л ) ,  (Л ; /в ) ,  ( / н  / т ) .  (Л ; / в ) . ' и ( /а ! /в )-  .

Затем составим таблицу 2, располагая функцию /у, взятую из 
найденных пар, в верхней половине таблицы, a f j  —  в нижней. 
Получаем новые функции, зависящие от четырех переменных. Р а с
положим их в порядке неубывания конституент единица и прону
меруем. Далее проверим все эти функции на реализуемость ПЭ. 
В результате получаем, что все функции пороговые. Итак, имеем 
таблицу (таблица 2 ) всех типовых пороговы х функций от четырех 
переменных.
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Таблица 2

7.1 7.2 7.3 7.4 /о и 1г /з и h h  fi и / 9 Ло / 1 1  / 1 / 1 3 /и

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 ‘ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 . 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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