
Ю.  М.  М о т  р о х и н

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ПАРАМЕТРОВ АП П РО КСИ М И РУЮ Щ ЕЙ  
ЛОМАНОЙ ПО МИНИМУМУ СРЕД Н ЕКВАД РАТИ ЧН О Й  
_ ПОГРЕШНОСТИ

При эк спл уатац ии универсальн ых  ф ун кциональн ых  пр е о б р а зо 
вателей одной или нескольких переменных большое значение им е
ет п р ави льн ая  настройк а  блока.  В настоящей статье  р а с с м а т р и 
вается один из в озм ож н ы х  способов определения значений н а с т р а и 
ваемых па раметров  по минимуму среднекв адрат ичной  погрешности.

В на ч але  рассмотрим построение  аппроксимирующ ей кривой,  
кусочногладкой,  состоящей из отрезков  полиномов степени не в ы 
ше т.  Число  отрезков  п. З а п и ш е м  вы р а ж е н и е  д ля  средне
квадратич но й погрешности.

Здесь  /  — с р е дн екв адрат и ч н ая  погре шность ;  
q ( х )  — апп р о к с и м и р у ю щ ая  кривая;
/  (эс) — а п п рокс им ир уе м ая  фу нкц ия ;

[л;0 х п ] — интервал  о п ре делен и я  f ( x ) .
О тно сит ельно  f ( x ) сделаем  пр ед п о л о ж е н и е ,  что она су м м и 

р у е м а  с ква дратом на сегменте
В ы ра ж е н и е  д ля  q [л:] м о ж е т  быть  записано с л е д у ю щ и м  обра-

( 1 )

зом
п т

</ ( - *) =  2  — аи х * о ( х ) . (2)
;—1 s—о

где

(3)
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П р о д иф ференц ир уе м  вы р а ж е н и е  д ля  погрешности по па рам етру 
й значения  производных при равня ем  нулю

■' l < h ( * ) - f ( x ) ] x sd x  =  0. (4)
- Х - — 1

З д е с ь  уг (х ) пол уч ает ся  из q (х) при фиксиров анном i. П ос ле  н е 
с л о ж н ы х  пр еобразо ваний  получим

I H — S- T  1 f f i + S - f  1  Н 1 + 1  / И - г - 1

г i  —  1 , г /  —  1

« I + S + 1  ' »  1 W + 1

S + l  f S J  1

L  A t,». (5 )
где

Х[
M sl -  J xsf(x )dx.

r i 1

Так как  s принимает  значение 0 ,1. . . ,  то д ля  ка ж до го  
значения  г мы получаем т + 1  уравнение,  из которых опр е д е л я 
ются коэффициенты Щ/.

П р и д а в а я  i значения  I, 2 . . . п, можн о получить п  си
стем уравнений для  отыскания  коэффициентов  апп роксимир ую щих 
полиномов на к а ж д о м  интервале  в отдельности.

Рассмот ри м теперь построение  аппрокс имирующ ей гип ерповерх
ности для  функции трех переменных.

Уравнение  апп роксимир ую щей  поверхности,  состоящей из о т 
резков  плоскостей,  имеет вид:

р  <7 I
У (х,  у, z)  =  2  22 2  (*ijk х  +  Ь,кУ +  Тг/*2 +  й,•/*)&,-,* (х, У! 2), (7)

i =  l /.= 1 /г =  1

где

« ,  - f 1 п р и  У,_1  < У  < У А - 1  < 2 < г к
i j k  (*1 У i 21 =  . ^  ^  ^  ^  - ( 8 )

| 0 при X; <  х <  Л(_ !  У; <  У <  y j _1 zk < z <  zk _ x

З д е с ь  р, q, I — число ин тер валов ,  на ко торы е разбита  область
апп роксимаци и по осям х. у, 2 соответственно.

Ф о рм ул а  д ля  о п ре д елен и я  с р едн екв адра тич но й пог решности 
и меет  вид

/  — i ff [у (х, у, 2) — f  (х, у, г ) ]2 с Ы у ^ г .  (9)
с,

З д е с ь  /  - с ре дн екв адрат ич на я  пог реш ность ;
G — о бласть  о п ре д елен и я  ф у н к ц и и  f ( x . y . z ) ,
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Д и ф ф е р е н ц и р у я  /  по <xljk и приравнивая  по л у ч е н н о е  зн ач ение  
производной ну лю  по лучим

Х1 Уj  2к

,. ” I J J f“ »/** +  hjkV  +  Ti/fc* +  6ijk -
l/k т; i ' /у i zk- i

- f [ x ^ y l z ) \ x d x d y d z  =  0. (Ю)

dl
да

Отсюда

у i j k  з  (  У/ — У / — 1 )  ( 2 Л  — ' г / ?  1 )  +  P i /A  --------------2

2 2 2 2 
^ А  _  х£—1 , , zk _  Z A  — 1

( -  г Л_ , ) +  Ti / f c  2-------- ( y i  ~  y i ~ x ) ------------2

т2 — ж?
+  Si/fc—  2—  (У/ +  ^ - 1 ) ( гА - гА - 0  =  М !/Л- '11

где
yj гк

М//А = j  j  j x [{x J y1z)dxdydz. (12)
1 ?//—l 2к- 1

Пр о д ел ав  ана лог ич ны е  опе рации д ля  Р,,*; Tt/Arl ^/Aj получим 
уравнения  вида

х2 -  г 2 ,,2 _  и2
„ < « - /  у/ —1 / ,  ,  \ |

ijk 2 2 1 )
3 3У, -  У

+  Pi/A: (**ч xi—l) ‘ з (** 2*—l) +
„.2 „2 2 2 
Уу У 1 -К — z /c—1

~t"" Tt/7c ( xi -*7 — 1 ) 2 2

+  (*, -  x i - i )  ^ ”  **-■) =  ■ (13)

‘2 2 о 2•Г • — JC • л 7 *  __  « *

*«7* 1 j  -  {Vj -  y j - i )  ■ " <t~~ +

+  Pi/A (*,■ — x i - i )  — ---- 2----------------- 2--------- ^

+  Ti/fc (x,  ~  * . - i ) (y j  -  y j - 1) ‘ " ■" ■ft*-1 +

, 2 _  2
+  v  ( *i -  * i _ i  ) ( y, - y j - 1 ) a* ~ 2Z*~' -  Â i/fc ■ (14)
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2  2
Ч  -  Ч  — 1

&i jk 2 ( У/~ 0  ( l) “l-
, , 2

P i / A  ( * i  x i  —  1  )  2  ( Z* 2 л ' -  > )  “ t“

+  Ti/fc ( -»i —  ■**— l ) ( У,  —  У / - 1  ) — — -+

"4~ fy/A ( x i x i—\ ) ( Hj У/ — 1 ) (Zk ~  Z“_1) ~  ^ i j k -  (15)

Зд е с ь
я ,  y j  Z K

Mjjri  =  j  j  j  y f  ( x i y 1z ) d x d y d z
r <  \ y t "  \ - k  1

x i  V j  z *

=  j  J J z f { x 1y 1z ) d x d y d 2 . (1б)11/
xi — 1 У j  1 * A -1

x i y j  zK
M i j k  =  j  j  j  f  [xl y l z ) d x d y d z .

xi - \ y j  - 1 ZA- 1

У ра вн ения  ( 11), (13), (14), (15) об р аз у ю т  систему,  из к о т о 
рой могут  быть  о п р е д е л ен ы  иск омы е парам ет ры (У̂ /с; ft,*.; т (/а и 
ог-/д.. При давая  г, /, k  все зн аче ния  мы получ им систем

уравне ний,  пол нос тью о п р е д е л я ю щ и х  ис к ом ую  л о м а н у ю  п о в е р х 
ность.

При построении апп роксимиру ю щей ломаной  из лож енн ы м в ы 
ше методом в некоторых с луч аях  ломаная ,  м ож ет  претерпевать  
р а з р ы в  1-го рода  в точках излома.

Действительно,  рассмотрим,  например,  построение  а пп рокс и
мирующей ломаной,  состоящей из двух  отрезков  прямых.  З а п и 
шем  вы р а ж е н и е  д ля  погрешности.

х\ я; +  1
I  =  J [aL х  -1- bi _  f  ( х ) ]2 d x  +  I K  + l * +

x i  —  \  x .

- r  bi +  \ - f { x ) ] 2dx.  ( 17)

Д и ф ф е р е н ц и р у я  (17) по искомым параметрам и приравнивая
к нул ю зн аче ния  про из водны х,  получим

а я 2 ЛX — X ■ , X. - X. .
I 1 I I ' ' “ 1 яла . -------- -̂----- -j- Ьх  л-------— М ц  ,•

2
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Я „3 J2 J2
x i + 1 i . , i +  1 i  _  . .

a a  - f  i 5 wr I о  A1 j ; f  j .3 1 1 ■ 1 2

*? i - 4
fli - H  2 +  6 i +  l ( *i + 1 ~  * / ) =  M 0,/ +  l •

Здесь-
X [  x i

M \ ti =  J x f { x ) d x  M 0,i — I f ( x ) d x .
xi-  1 * i - l

xt i-1 *j +  l
M l , / . r l =  J x f  ( x ) d x  %  i =  j f ( x ) d x .  (19)

xi xi

Условием неп рерывности ломаной  в т очк е  излома являет ся  р а 
венство

a i x i 4- b, =  a ,;._i x t 4 - fti + 1 . (20)

П ре дп о л о ж и м ,  что оба и н тервала  равны м е ж д у  собой

Xi - * i _ i  =  x i I 1 -  Xi =  h. (2 1 )

Тогда , определив  из системы (18) значения  коэффициентов 
и подставив их значения  в (2 0 ) с учетом (21), получим

М \ “ -g- Л  ) М 0д =  -  Л^1,,ч1 +  (*< -!- - у  A) M 0>/ +  i. (22)

С д ела ем  т а к ж е  предположение ,  что функция f ( x ) — нечет
ная относительно точки Xi на интервале  *<±i l .
В этом случае

=  + Л*о.«- =  — Л40.1 +  1 ■ (23)
Поэтом у равенство  (22) при нимает  вид

2_
3ЛД =  h M 0 • (2 4 )

или
ч  ы  *‘ +  1

j  x f ( x } d x —  j ‘ /г / ( х ) dh -  0. ( 25 )
T i  х /

Отсюда
*i -1

j  ^ e - - g - / i ) f ( * ) < &  =  0 . (26)
X i

Равенс тво  (26) ,  явл яю щ е е с я  условием неразрывности ап п р о к 
сими рующ ей лом ано й ч(х)  в точке Лт , д о лж н о  вы полняться  при 
лю бы х f ( x ) ,  что невозможно.
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Следов ательно ,  в этом случае  ап п р о си м и р у ю щ ая  л о м а н а я  т е р 
пит р а з р ы в  в точке излома.

В связи  с тем, что в некоторых случая х  апп ро ксимаци я р а з 
рывной функцией не ж ел ательн а ,  встает  вопрос об отыскании не
прерывной апп ро кси мир ую щей ломаной.

Пусть  д а н а  функция f ( x ) ,  интегрир уемая  на ин тервале  [х0, х]. 
Требуется  определить  па р а м е т р ы  апп роксимиру ю щей ломано й 
q ( x ) ,  состоящей из отрезков  полиномов степени не. выш е т,  так,  
чтобы с ре дн екв адрат ич на я  погрешность  была  наименьшей,  при 
условии,  что ап п р о к си м и р у ю щ ая  л о м а н а я  являе тся  непрерывной.

Д л я  отыскания  п ар ам етр о в  лом ано й используется  метод н е 
определенных множител ей Л а г р а н ж а .

Составим фу нкцию

ф
Хп

=  П < 7 ( * ) - / ( * ]2 dx

п —  1
•го 

- т т

+  1  Xi 2  M X ! V  0?>i r l x ]
/=1 . 5=0 *=0 , (27)

З д е с ь  q ( х  ) — а п п р о к с и м и р у ю щ ая  ломаная .

т ( 1 при -V/

' ( * ) ’ О п т а  ;у—о I. при х  I__|

X/ — н ео п р ед ел ен н ы е  мно жители.
т  т

2  asixSj =  2  i = h  2 - - - п ~  1. (28)
s = 0  s = О

Уравн ени е  (28) я в ляе тся  условием непрерывности искомой 
кривой в точке  излома.

Д л я  опр еделения  искомых па ра метров  пр одифферен цируем (27) 
по cisi и полученные значени я  про изводны х пр и р ав н я ем  нулю. П о 
лученные при этом ( т + \ ) п  ура внений совместно с п — 1 у р а в н е 
нием вида (28) поз воляют определить  все ис к ом ые парам етры.

д Ф  п  С 1

*1-1

■■■ + а и х  +  a0i t - f  ( х  )] xs d x  -  >,• , xj j +  X. xj =  0. (29)

В п о л у ч е н н о м  в ы р аж ен и и  i =  1 ,2  ■■■ п,  s =  0, 1 ■■■ т

Х„ =  Х„ =  0. (зо)

В системе уравнен ий  (29) исключим X/. Д л я  этого испо льзуем

(п  — 1) уравнен ие ,  п о л у ч а ем о е  при s =  0,
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Тогда
X;

2  J \a m i x  L~ a m— \ , i x 'n  ̂ ~t" "T Я] /X -■{- O.Q —  
x , '_  i

— / (* ) ]  dx — X,_j -  /.,• = 0.

Таким образом,  п ол уч ен о р е к у р р е н тн о е  со от но ше н ие ,  с в я з ы 
в аю щ ее  X j и Хг .

r i
X,- i =  X,- Ь 2 j' [0#Л1. х*  +  am_ i  i xm- 1 +  • ■ ■

*i—1

'' ’ + al, i'X + a0j  — / ( a:)] dx. (3 1 j

Пусть  i =  п. Тогда ,  с учето м (30),

xn
^n—1 =  2 J [am, nx m • am- iy „  xm 1 -)- • ■ ■ „ x -(- ao.n —  /  ( x ) ]  dx.

xn-\

П о л ь з у я с ь  уравнен ием  ( 3 1 ), получим при i =  n —  1, п - 2 , - - 2

х п -Л

Х/г 2 2 J [d/п - 1лХш -} йт — 1,л—1 Xm * -j- • ■ •
Хп - 2

■■■ -f ai, „_i х + ao, n-i— f (х)] dx -f-
rn

+  2 j  K « X ”l +  f l * - 1, IIXn “ l H ; Д], „X -f- fl i,„ —  /  ( x ) ]  dx
Л —1

Xl —  2 j  [dm, 2 Xm -T 2 x m 1 —(— - - • -j -  fli,  oX -f-  f l j _2 —  /  (x)] dx —  ■ • •

xn
’ ' ‘ 2  j [ я /п1 nXm Qm „ Xm

*n-l
+  « 1, « x  +  aj,„ — /  (x)] dx. (32)

Таким образом,  ис по льз уя  значение  s =  0 и придавая i  з н а ч е 
ния п. п — 1, ••• 2, т. е. исполь зу я  (я — 1) у равне ни е  вида (29), 
нам уд алось  о п ред ели ть  величины X,- ч ер ез  a S(-. П о л о ж и м  в у р а в 
нении (31) г ' =  1. Тогда ,  с учетом (30)
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и *ч. .
v  j [amix mJt a m \ , i x m ~ 1 +
t = l  * i ' - l

••• + a i , i X  +  a0ii — f ( x )  \ d x  =  0.

З н ач ен и я  >/ из (32) подставим в (29)

*1
2 .1' [а„„- х т +  ат ] ,• х т~ 1 4--------- f  a h ,х +  a 0if -  /  (x)] x ' dx

(33)

X i  I

f xi 
! i 2 )' +

I Xi ..J

v-m—1

• • • +  a [  / X  - t -  a 0 , /  —  / (*)1 d x  \  -

*n
■■ ■ \ 2 j  \а,„гПх т | a /n_i, „x” - '  +  • • • 

xn - - i
 \ - a Unx  +  a K n — f  (x)] dx  j —

I x/ + 1
+ x] I 2 J [ ami j L] xm+  am , ,41 x"-' +

{ Xi

■■■ + a h i  t X x  +  a 0,,--hl - / Wl  d x  +  •••

• • • 2  j [am, Xx m -f- nxm _1 +  • • •
*n = i

• • • - f  a L „ x + a . , ,  „ — /  (x)] d x  j =  0. (34)

П рои зве дя  в в ы ра ж ени и (34) интегрирование  и приведение 
подобных членов,  получим

Ш  4 -  Я  1 I ) !  ( .S' ) 1 III 1 Ш  1 1
х  ■ —  х . , •  я  . г .  1 X .  ,

I I 1 — X/ 1 1_  1 1
III  t  . 1  t  I III 1

а.\;
.9 1 S

X  X

t a m ! и I 1

1

III h i

x i 1

m  ] 1 - .г1.i
in i 1

* i ( X ‘ T -  Xi I

m 4 1V..9 scX . /г
III 1 

' l l  1

m + 1

■•-1 - X -  x ( X i ~ X i _  i ) +

Ш h 1 // : 1
Я  A .  i . Г .

,  1  - —

i J I >
/Л 1 in 1

s  x  x  ,X • 1 W / < 11----- />i - j - 1
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+  «о, п [ (-% -  х п l) -  * J _ J  (*„  -  JC„ _ i ) J  =

Msi ~ x ] i ^ o . i  ' f+1 (•*/ — JC'i_l) +  M 0. / + 2  (-*7 — -r / _ i )  +

(35)

Д л я  учета условия  (30) при / = 1  в уравнении (35) нужно пр и
мять х) 1 =  0. Соответственно при i = n  в уравнении (35) пола-
I.потея ра вны ми нулю все члены, имеющие индексы / + 1 ,  i + 2.  . .п .  

Проин тегрируем уравнение  (33)

_ _ / т 4-1 т + 1 ш т
 К± 1 ± + ам_ u A J i i r -

,• _  j '  т -j-1 ш

2 in \ "л:.. л-. , \
М. / ~ ---- У - L  +  fl°. <' И  )  =4Ж  М 0, /■ (36)

'А
Таким образом,  система т п  уравнений,  по луч аем ая  из (35) 

мри ра зличны х i — 1 , 2 - - - п  и s =  1, 2 ■ ■■т, совместно с у р а в н е 
нием (36) и (п — 1) условием вида  (28) д аю т  нам п ( т +  1) у р а в 
нение для  опр е д е л ен и я  иск омых па ра метров  лом ано й a s(-.

П р и м е р .  Д а н а  функция f ( x )  =  sin х  на ин тервале  (— 1 . + 1 ) .  
Требуется определить  па раметры  апп рок сим иру ющ ей ломаной,  со 
стоящей из отрезков  прямых. Весь интервал  разбит  на четыре 
равных отрезка .
За пише м систему (5)

■О3 -  Xi? Х\- Ха1 . .  . 1 „ .
Я ц  ------ 5------------Ь  а т --------Fj------- —  М и ;  I —  1 ;  S —  1 ;

Яц *' 2 3 «л 1 (*i — х п) — М ш : i — 1; s =  0;

Xil - -x  Is , X? с,- . .  . 0 ,
Ct]<>-q  ~  Q02  д  —  M \ t I — 2* S —  1 \~ -j z

a , 2 -  2 3  a, ,2 ( x 4 —  X j )  -  M o , 2 ; i 2; s 0;

„  * 3 *  „  * 3 4  * 2 2  4 / |  .  ;  Q .  c  1 .

#13----- 2------ ~T  ̂ 1 * 1

 д  I (^3 ”  * î) Mo,3 5 j 3j S 0;

1 * =  4; s =  1;

Q|, 4 ——2—~— 1 °.u (-*4 ~ r -*"з) Mo, 4; i 4; s 0.
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П р о д ел а в  необходимые вычислений,  определим значения  иско
мых коэффициентов .

aoi =  — 0,13; а 02 = + 0 , 0 0 5 ;  Ооз =  0,005; а О4 =  0,13;
а п  =  0,72;  а 12 =  0,96; а 13 =  0,96; а и  =  0,73.

З н ач ен и я  по гр еш но сти при этом,  о п р е д е л ен н ы е  как max mod 
{ q { x ) — f ( x )  ) не пр евы ш аю т  0,006 д ля  интервалов  2 и 3 и 0,011 
для  инте рвалов  1 и 4.


