
К .  Д .  К о л е с н и к о в ,  Е .  А .  К л и м у ш к и н

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ О П РЕД ЕЛ ЕН И Я  ПОГРЕШ НОСТЕЙ  
И НТЕРПО ЛИРОВАНИЯ

В последнее  вр емя  в м е т а л л о о б р а б а т ы в а ю щ е й  п р о м ы ш л е н 
ности все более широкое  применение на хо дят  станки с п р о г р а м м 
ным управлением.  Одной из н аи бо лее  с л о ж н ы х  з а д ач  при 
создании систем пр ограмм ног о  у п равл ени я  являе тся  з а д а ч а  о б р а з о 
вания ф ор мы изделия  в тех случаях ,  когда  проф иль  дета ли оч ер 
чен с л о ж н ы м и  кривыми.  В ана логовы х системах пр ограммного  
у пр авл ени я  сложный,  криволинейный контур изделия  за д ае тся  в в и 
де опорных точек,  через которые проходит  п о д л е ж а щ а я  воспр ои з
ведению кр ив ая .  П ри о б раб от ке  изделия  вместо  точек инструмент  
д ол ж ен  воспроизводить  пр оф иль  изделия  и в п р о м е ж у т к ах  м е ж д у  
опорными точками,  следовательно,  возникае т  необходимость  п о л у 
чения дополните льной  информ ации.  Эта  п р о м еж у то ч н ая  и н ф о р м а 
ция пол учается  с пом ощью спец иа льных  счет но- решающих уст
ройств— интерполяторов .

И н терпо ля тор ,  к а к  и любое  сче тно-реш ающее устройство,  при 
своей работ е  доп ускае т  некоторую ошибку,  ко тор ая  в резул ьтате  
приводит  к тому,  что пр оф иль  обраб от анн ого  изделия  отклоняется  
от зад ан но го  на какую-то  величину.  Погрешн ость  интерпо лято ра  
с к л а д ы в ае т с я  из двух  основных: матема тиче ско й и конструк тив
ной. -

П е р в а я  являе тся  погрешностью метода ,  т. е. она д ае т  о т кл он е 
ние интерполи рующе й функции от ин терполируемой на участке  
интерпо лир овани я .  /

В тор ая  опред еляет ся  совершенством конструкции ин те р п о ля 
тора,  в нее входят  погрешности за  счет падений н а п ряж ени я ,  
ф а з о в ы е  погрешности,  погрешности,  вносимые тр ущ и мис я  контак-’ 
тами,  и др.

Н а с т о я щ а я  статья  ставит  своей целью д а т ь  об щу ю теорию оп 
редел ени я  ма темат ическ ой погрешности метода.  П ри р а с с м а т р и 
вани и этого вопроса  ра зл ич ны ми авт о р ам и  за погрешность интер-
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пол иро вания  при нимается  р а з н а я  величина . Б ольш ин ств о  авторов; 
считает  погрешностью рассто яни е  ме жд у интерполи рующе й и ин
терполиру емой функц иям и,  отнесенное  к одной из осей ко ор дина т- 
или, в по лярн ых координ ата х ,  к радиусу -вект ору  р.

Перечисленные  методы не д а ю т  действительной ошибки м е ж д у  
за д а н н ы м и  р а з м е р а м и  изделия  и полученными в р езу льт ат е  ин тер 
пол ирования .  Н а и б о л е е  п рави ль н ы м  было бы считать расстоя ние  
м е ж д у  инте рп оли рую ще й и интерполируемой на участке  интер по 
лир о в а н и я  по но рм али к интерполи рующе й или интерполируемой 
функции.

П о л о ж и м ,  что ин те рп оли руемая  функц ия f i ( x )  и ин терпо ли
р у ю щ а я  функция на участке  Д не имеют р а з р ы в а  непрерывности.  
И н т е р п о л и р у ю щ а я  функц ия Ы * )  з а л о ж е н а  в конструкцию ин тер 
по лятор а  и всегда  известна .  f i (x)  м ож ет  иметь на интерполируемом 
участ ке  Л любой ха рак тер .

А вторами статьи  пр ед лага ется  по известному инте рва лу  Д 
и ин терполируемой функции Ы * )  найти п арам етры  ин те рп ол и рую 
щей функции Ы * ) .  а за тем  по н орм али к f \ ( x )  найти м а к с и м а л ь 
ную погрешность  и ее завис и мо сть  от кл а с с а  функции f \ (дА 
н п а ра м етро в  Ы * ) -

Рис.  1.

Погрешн ость  интерп оли рования  в любой точке  С  ин те рп оли руе
мой кривой опр ед еляется  отрезком CD =  р (рис. 1).

О тре зо к  CD  легко  находится из вы р аж ен и я :

CD  =  j /  [ /, (xf) -  f , (xd) ] 2 +  (*, xa )-
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Абсцисса то чк и D - - x d является  фу н к ц и ей  абсциссы то чк и С — 
х,.  Эта за вис и мо сть  x d = wl(xc) нах одится  по т о ч к е  п ере се че н ия  
нормали CD  к f 1 (.х) с f 2 (x).

У равн ение  норма ли к / ,  (х) в т о ч к е  С б уд ет

М * ) =  / . W =  +  (2)
м С-1)

где к  о п р е д е л яе т с я  д л я  то чк и С:
хг

М дд  + 7Й ?  (3)
•<)1гкуда

(4)
1 \*с)

П о дст авляя  п о л у ч е н н о е  з н ачени е  k в у р а в н е н и е  (2), получим:

ш  ~ т х + т +1 ‘w  ~ т  и (5)
15 т о ч к е  D  б у д е т  с у щ е с т в о в а ть  равенство:

fa ( x d) =  f ,  ( x d). (6 )
Реш ен ие м  ур авне ни я  (6 ) относительно находится функция 

<ц (х с). Най денн ое  значение  х й подставл яется  в в ы р а ж е н и е  (1) ,  
откуда  получается  значение  погрешности р. За тем ,  по общи м п р а 
вилам н а х ож де ни я  э к стр ем альн ы х значений функций находится 
мак си мал ьн ое  значение  погрешности [Зтах на интерполируемом 
участке.

В качестве  при мера  ни же  приводится  опр ед еление  погрешности 
помощью пр едлага ем ого  метода  д л я  простого  случая  ин тер по ли

рования  дуги п а р а б о л ы  второго п ор яд ка  с п о м о щ ь ю  линейного  ин 
терпол ято ра  в пря моугольной системе координат.

И н т е р п о л и р у ю щ а я  функция д данн ом  случае  определяется  
выраж ени ем:

f.2 (х) =  k .x +  k 3, (7)

а и н т е р п о ли р у е м а я  ф у н к ц и я  в ы р аж ен и ем  (8)
f i  (х) = А 0х 2 +  А,  х  +  А-,-, (8)

для точки  D  по лучим равенство

*с —  x d 
f  'l (Хс)

отк уд а  най дется  x d

/  l W  A;|

I- f l (xc) = k , x d +  k :,t (9)

' t\ (xc) l\ (xc) • /, (xc) -  k3 f[ (xc)
x d ~  1 — k f (x ) I 1 (Ю )k I  -------- 2 / 1 W  t 1

A ( xc)
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И сход я  из в ы р а ж е н и й  (6 ),  (7) ,  (9) и (10) ,  м а к с и м а л ь н а я  по
грешность  линейного ин тер п ол ятора  определится  следую щи м о б р а 
зом (для  простоты будем считать,  что на ч ало  ко орд ин ат  совпад ает  
с нач ало м  ин те рп оли ров ани я  (рис. 2 ) при этом /с3 =  0 ):

Р2 /1 (•*) - *2

Рис,  2. 

f\ (%c) "I" %c

1 +  *2 / 1 (Xc)

/ ,  ( x c )  —  k ,  X n  - *

/ '  (*<•) ■ / 1 (xc) JCf
1 f  *2 /l (*c)

{1 - И  A M 2 )- (11)_ 1 — /1 i Xc) -

Д л я  оп р е д е л ен и я  э к стр ем у м а  находится  п ер вая  п р о и зв од н ая  от р2

г А (х с) -  k i  х с
—  =  2ах г X

f{ l  +  [ h ( * c ) } 2} {[/ i (*с) —  Л а ]  [1 1 k2 f'l (xc) ] ~ k . 2 f l ( xc)[Jl (xc)  I 
X | k , x c ] + [ M  k 2 t\ (xc) ] [ f l (xc) -  M r l  М * Э  A -f). (12)

\ + k . 2 f x (xc) I

Перв ы е  абсциссы э к ст р ем ал ьн ы х  точек най дутся  из п ред ы ду 
щего ура внения .  Эти абсциссы соответствуют абсцис сам узлов  
инте рполирования ,  в которых погрешность  будет мин имальной,  т. е. 
равной нулю.

/ , ( х с) - - к., х., - ; 0. (13)

Абсциссы других э к стр ем альн ы х  точек получатся  из у р а в н е 
ния (14) ,  оп ред елятс я  ж е  они вторым со мно ж и те лем  в ы р а ж е 
ния ( 12)
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[ f'l (X c) -  ko\ [ 1 -  k , f  (xe) j - k ,  / ;  (xc ) [f1 (xc) - k ,  Xc\ j

+ m  w ]2 {[/;(xc) - k 2\ [i +k2г м , ) } - m * c )  и ,w *,<Xe\ > ь
/ i ( * , K ( * , ) I M * , )  М .  I IM f x M Y - f l i x , )  \ f i ( xc) - k n X c\ =  0. (14)

После  приведения  подобных членов  это в ы р а ж е н и е  примет вид:

\ f[{xc) k.,\ | Ц  k  / Ш ) 4 - f l ( x c) [Л(де,) k , x c\ +  | f [(xc)y- x

x  0. (15)

Это вы р а ж е н и е  м ож ет  быть разб ит о  на два:

/ К * , ) - ~ k ,  =- 0 , (16)

{ l + k _ ’f ’ (xc) + f l ( x c) \ f l (xc) ~ k , x c} ^  f [ ( x e)*\l  t k , f [ ( x c)}) о. (17)

Абсциссы,  соответствующие м а к с и м а л ь н ы м  погрешностям,  на* 
годятся  из в ы р а ж е н и я  (16),  которое  и используется  в д ал ьн ейш ем  
анализе.

Теперь рассмотрим ’ I '
ин терполируемую п а 
ра бол у (8 ).

/ , ( х )  -  А цх-  ; -А,Х | А,

и найдем производную 
в точке х с

/, {хс) -  2 A 0x c+ A v  k, ,
(18)

1ткуда:
ко -  А ,

2 А п
(19)

П ри ра вн ых интерва-  
пах ин те р п о ли р о в а 
ния Д, на ч а ле  ко о р д и 
нат, со в п а д а ю щ е м  с н а 
чалом ин те р п о ли р о в а 
ния (Л2 =  0 ), и д ля  и з 
вестных значений орди- 
1ат опорных точек у ,  и
j 2 (рис. 3) ин тер п ол и руем ая  функц ия найдется  из определителя:

Д ( х г) 1 X X2

У I 1 А А2
0 1 0  0

- у ,  1 -А А2

0, (20)
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откуда:

f l ( * c )  =  * 2 +  ( 2 1 >

_  р  д  —  Ух —  У г  ■ д  _  #1 ~  #2 /о г> \
’ • -'*0 2Л 2 ’ 1 2  А *

И з  рис. 3 найдется  наклон  интерполи рующе й прямой,  т. е.
У_
Сх*2 -  (23)

П о д с т а в л я я  значения  А а и A i из (22) ,  а «2 из (23) в (19) ,  н а й 
дем:

У х | У \  +  У а

=  - — у -  2у  ' =  4 ’ <24>m a x  „  У 1 -  У ;  X.

8  8  Д 2

т. е. м а к с и м а л ь н а я  погрешность в этом случа е  нах одится  в се реди 
не и н те рв ала  интерполирования .  Величина  м акс и м ал ьн о й  пог ре ш 
ности в данн ом  случае  определится  в ы р а ж е н и е м  (25).

/, <хг ) к хс' 1 ' ' тяу ' - Lг, г 1 4 * т а х ' ______ “ - m a x  / ‘ . с, .
^тах ~ 1 _ * „ / ! ( *  ) /  1 +  1А ( ^ т а х ^  • (25)-/IV стах;

Если т е п е р ь  подстав ить  зн ач ен и е  х с -к-,  то найдем
m a x  ^

М т )
_  У х  У ч  Д  , У 1 +  У ч  д  . З у ,  . +  У з

1
2  Д 2

У х Д У х

Д 2 2  •

m a x
+  А х

II

t
c

|
s

/г>е\
2 Д 2  4  ' 2  Д  2  8  ’

(27)

(28)

П одст а в л я я  п о л у ч е н н ы е  зн аче ния  / ,  * Гп1ах, k., (* .max) и M x<max)

в вы р а ж е н и е  м акс им альн ой по гр еш но ст и (25), по лучим величину  
этой пог реш ности:

З у .  I  У ч  У \

й _  8 ' " “5----у----------- ------- (У2 j/l) А
Рп,ах 1 - * *  У 1 +  *! 8 ^  yj +  да ( - 9>

П ри определении погрешности ин терпо лир ования  д ля  высоких 
поряд ков  интер по лир ующ их и интерп оли руемых функций в некото
рых случая х  ан ал и з  м ож ет  быть более  слож ны м.  В таки м  случаях,  
очевидно,  следует  д л я  ускорения  процесса  решения пользо ваться  
электронно-вычисли тел ьны ми маши нам и.


