
А . . И . К о м а р о в

О Б  О П Р Е Д Е Л Е Н И И  Б Р Е М Е Н И  У С Р Е Д Н Е Н И Я  

П Р И  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н О М  В Ы Ч И С Л Е Н И И  

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Г О  О Ж И Д А Н И Я  И К О Р Р Е Л Я Ц И О Н Н О Й  

Ф У Н К Ц И И  С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  С Л У Ч А Й Н Ы Х  П Р О Ц Е С С О В

На измерение математическ ого  о ж и да н и я  и отдельных ординат  
корреляционной функции стацион арно го  случайного  процесса  
существенным об разо м влияют как  п а р а м е т р ы  отдельных звень- 
( в измерительного  устройства,  т а к  и время  на бл юд ени я стац ио 
нарного  процесса.  Ко р р ел я то р  мо ж н о  расс м ат р и в а т ь  ка к  чистое 
вычислительное  устройство,  вы пол няю щее последовательность  
операций согласно в ы р а ж е н и я  математического  ожи дания .

т 
1 ;•

m x =  — \  x ( l ) d t  
'о

или корреляционной функции

Т

. R x СО =  ф $ * (0  - * ( t  —  0  м ,
о

пли как  некоторую изм ерительную систему, ,  п ок аза ни я  которой 
будут пропорциона льн ы в ы ш еу к аза н н ы м  вы р а ж е н и я м .  В послед
нем случае  отклонение у к а з а т е л я  регистрирующего прибора  будет 
опр еделяться  частотными свойствами как  р е а л и з а ц и я  случайного  
процесса так  и измерительной системы. Определени е  погрешнос
т и  при вычислении т х и R x (т) путем а н а л и з а  спектрал ьной  пл от 
ности случайного  процесса  и коэффициентов  передач отдельных 
блоков ко р р е л я т о р а  особенно удобно бывает  там,  где п ри м ен яю т
ся разны е скорости при записи и воспроизведении реализа ций 
•лучайного процесса  [61, т. е. там,  где применяется  т р а н с ф о р м а ц и я  

с пектра.
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При определении погрешностей вычисления математического 
о ж и д а н и я  и кор реляционной функции случайного  процесса

л: (0 -  x 0(t) +  т х,

с в яза нн ы х  с конечностью времени наблюдения,  необходимо знать  
ко рр еляци онн ую  функцию случайного процесса  x ( i ) .  Если ф у н к 
ция x ( t )  в лю бы е моменты времени t распре дел ен а  не по но р
м альн ом у закону,  то необходимо дополнительно к п р ед ы ду щ ем у 
еще и зн ат ь  кор реляци онную фу нкцию более сложного  процесса

2 (t) х  (t) х  (t f  -).

Вычисления корр еляци онных  функций процессов x ( i )  и г ( / ) ,  а т а к 
ж е  и определения  сред н ек вад ратн ч сски х погрешностей по приве 
денным в л и терату ре  [1] и [2] ф ор м у ла м  пр ед ста вляет  иногда з н а 
чительные трудности.

М о ж н о  показать ,  что п р едста вляя  случайный процесс х(1)  в 
виде интегрального  канонического р а з л о ж е н и я  и применяя  принцип

СЮ_________________________
х(1) =  т х -|- \ [«(ш) cos и/ | v (со) sin оД с1м (1)

j
н а лож ен ия  при действии функции (1) па инерционную систе
му, п арам етры  последней мо жн о  под обрать  таки м  образ ом,  что 
у к а з а н н а я  система будет оп ред елять  математич еск ое  ож и да ни е  
или ко рреляци онную  функцию случайного  процесса  х ( 1 ) за  оп ре 
деленное  время с з а р а н е е  ук аз ан ной  точностью. Д л я  этого о к а з ы 
вается  необходимым только  зна ть  спе ктр альну ю плотность S ( о>) 
центрированной случайной функции

х 0 (t) х (0 — т х

Действительно,  возьмем случайный процесс x Q(i) со спект
ральной плотностью 5л ((о). Если этот процесс  воздействует па 
инерционную систему с коэффициентом передачи /С(/со), то па в ы 
ходе этой системы с п ек тр альн ая  плотность случайного  процесса 
y ( t )  будет  равна

S y Н  = S x (w)- | k ( h ) \ \

а дисперсия случайного  процесса на выходе инерционной системы 
определится  из в ы р а ж е н и я

ОО
D y -  j ' s ,  («,) \ k(j«>) |»dw. (2)

О

Ср ед не кв ад ра ти чн ое  уклонение процесса y ( t ) будет равно

V "  Y  Dy •

Очевидно,  что после воздействия на инерционную систему с л у 
чайного  процесса (1) на выходе последней при t =  со мы полу-
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чим случайную функцию у{1)  с матема тич еск им ож и да ни ем 
т у ^ k ( 0 ) - m x и дисперсией,  опр еделяемой в ы р а ж е н и е м  (2).

З а д а в ш и с ь  определенной,  напере д  з адан но й величиной сре дн е 
ква дратичного  уклонения  о у мо жн о из вы р а ж е н и й  - (3) и (2) 
найти значение постоянной времени инерционной системы,  у д о в 
летв оря юще й поставленным условиям.  З н а я  постоянную времени 
инерционной системы Т, мо жн о  определить  время,  через которое  
система под воздействием ступенчатой функции отклонится  до в е 
личины, отли чаю ще йся  меньше чем на оу от своего устан ов ив 
шегося значения .  В пашем случае  ступенчатая  функция будет 
определят ься  матема тиче ским ож и да ни ем  случайной величины x ( t ) .  
Сигнал  на выходе инерционной системы будет  изменяться  от 0 до 
■пачеиия т х к ( 0). Время усреднения определится  нз в ы р аж ен и я

Можно предположить ,  что после времени усреднения  t„ инерци
онная  система у к а ж е т  матем атическ ое  о ж и да н и е  случайной ве л и 
чины x ( t )  с абсолютной погрешностью,  не п ревы ш аю щ ей  2 а у .

Проверим  возм ож но сть  применения фо рм ул ы (4).  Во время 
переходного р е ж и м а  инерционной системы, возникшего  под воз
действием ст аци онарного  процесса  x ( t ) ,  па выходе инерционной 
системы появится нес тационарный случайный процесс  у(1)  с пере
менными к а к  матем атическим ожи да ни ем  y ( t ) ,  т ак  и с р е дн е к в а д 
ратичным уклонением <зу . Н а й д е м  изменение к в а д р а т а  ау от в р е 
мени в течение переходного процесса.  М о ж н о  по к аз ать  [5], что 
обобщ енная  час тотная  х ара кт ерис тик а  инерционной системы,  опи
сываемой уравнением

м ож ет  быть  найдена  из в ы р аж ен и я

k  (0) т х зу =  k  (0) т х — k  (0) т хе Т

е ' 1 гх
к (0) тх 1

где — Зд. — относительная  по греш но сть  о п ре д ел ен и я  т х, 
отсюда

(4 )

1
  * 2 1 \

I 1 — 2е - T a x n a t  - е ) ,

л квадрат  зу м ож н о  оп ре дел ит ь  по ф о р м у ле

СО

^  ( 0  =  С S .,(oj) I k  (/ш, t) |2 d«0.
о
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Д л я  наш его  случая

„  “  SJoi)
® у(0  =  h - \ -  Л Н "  / 3  =  \  7 ЧЫ 2 +  , ^ и) — 

о
f  СС п  t  ОО

- 2е C0S f0/flw +  е } T ^ T l  dt0-
о о

П ервое  слагаемое- Л д ае т  вы р а ж е н и е  к в а д р а т а  а у в ус тан овив 
шемся  режиме,  вторые два  слага ем ы х  / 2 и / 3 п ок азы ва ю т  и зм е
нения ср едн екв адрат ичног о  уклонения во время переходного пр о
цесса.

Н а й д е м  значения  / 2 и / 3 после подстановки в них времени t H 
из в ы р а ж е н и я  (4).

~т г S r(w) , Л г S r iM)

=  - 2е \  ^ т т cos о,/ d,° =  - 2й* cos
о о

/ 3=  / , .

Т. к. д р о б ь  s при любом (о п о л о ж и т ел ь н а ,  то м о ж н о  на- 
Г'-ы2 +  1

писать

S r u o )i* &гко)
I ; 2 1 <  2 Д  ^ ыТ2 + 7  I cos ш/1 dro <

О "

С S x ica)

< 2Й* \<о2Г2 +_ 1 d ( 0 = 2° x I i- 
О

Т. о. в момент  времени /„ сре дн екв ад ратич но е  уклонение бу
дет не более

а у Д / н Х / ,  (1 - г  2'Д -I-

И з  последнего  не равенства  мо жн о заметить ,  что д оп олнит ельна я  
погрешность,  в ы зв ан н ая  конечным временем н а б л ю д е н и я  /„ будет 
я вл ять ся  величиной второго п ор яд ка  малости по отношению к 
основной погрешности,  опр еделяемой при установив ше мся  ре жи ме  
ра бо ты  схемы. П оэт ом у величиной этой погрешности можно

п р е н еб ре чь .  Т а к  три К  (0) =  1 и =  0,5 % сре дн е к в а д р ат и ч н о е

уклонение в момент  времени / н м ож ет  отличаться  от своего у с т а 
новившегося  значения  на величину не большую

°y(ti,)— ay =  1 *01 V  1\ —  ° у =  0 , 0 1оц,

что  б у де т  соста влят ь  10‘000 д олю  знач ени я  т х .
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И з  изложенно го  можн о сдел ать  следующий вывод: д ля  оп р е 
деления  т х случайного  процесса  со спектральной  плотностью 
sx (со) необходимо взять его р е а л и з а ц и ю  в ин тер ва ле  времени от 
О до и исследовать  его инерционной системой с постоянной 
времени,  опред еляемой форму лой (4).

Пусть  случайный процесс  x ( t )  имеет кор реляционную функцию

п
п спек тра льную плотность

о  / \ 2 D j- аSx (со) =
тс а 2 +  со-'

коэффициент  передачи инерционного звена  равен

I k I =  N
у  1 + со2 Г2

С п е к тр а л ь н ая  плотность случайной функции y ( t )  определится  из 
в ы р аж ен и я

о  , , 2D с а N 2
S. (м) =  ■— -  ■ ----------- .-------------

11 тс а 2 +  СО2 1 +  СО-Т2

Дис пе рсия  процесса  y ( t )  будет р авн а

D
2Dra№r йы2D ..а/У2 Г 

Я г. J ; 0,22+  со2) (1 +  со2Г 2)
о

После  некоторых пре об ра зо ва ни й найдем:
D  =  тс 1 =  Dx  N 2 =  2

у 2 а{аТ +  1) 1 +  аТ

Из последнего в ы р а ж е н и я  мо жн о  найти постоянную времени Т
DxN2 1Т  =

а

г. к. по у с лов и ям  задачи D x >  ау, то вторым членом м о ж н о  
пре неб речь .  Т огда

Т  =
1 2 7у

Сели п о л о ж и т ь  6(0) =  N  .= 1 и а,, = 0 , 0 1  т х , то вр емя  и н те г р и р о 
вания оп ределит ся  из ф о р м у лы

/„ =  Г  In *iU т< =  4 , 6 Г  =  4,6 •
оу осау2

Опре делим  теперь средн ек вад рати ч ну ю погрешность,  в ы з в а н 
ную конечностью времени усреднения из в ы р а ж е н и я

а2 _  М\т (/и )|2— [yVfjc(f)| 3

325



Е с л и  рассматривать  цен три ро ван ну ю ф у н к ц и ю  *„(/) =  x(t) • т х , то
а1 =  М  [ т и(/н)]2,

де

т,о (0  =  l 4  xu (t)dt.Я 4J
О

( G )

I' ак известно [2]

М KiCk)!®** ' Х ^  ( '  — j )

при Т <

. о. д л я  наш его  случая  мо жн о  написать
tu

2 2 D ,  f  —а:
° min — 1п ' л J d i 2 0 .___

/ яа О
at,,

2D, 2 Ох
Если п о л о ж и т ь  ~ , то величиной е

7 t a o “ ,.
МОЖНО

пренебречь.  Время усреднения най де тся  окончательно из в ы р а ж е  
ния

2 =  0,64 (7)
'min

И з  сравнен ия  ф орм ул  (7) и (5) видно, что необходимое время 
усреднения ,  подсчитанное на основании спек тральной  плотности 
случайного  процесса  и п ар ам етр о в  инерционной системы не мень 
ше времени усреднения ,  опр ед еляемого  матема тиче ским о ж и д а 
нием к в а д р а та  случа йной функции (6) .  Т. к. при эк с п е р и м е н т а л ь 
ном определении математическ ого  о ж и д ан и я  случайной функции 
мы всегда  вынуж дены применять  инерционную систему (при к о р 
р е л я то р а х  непрерывного действи я) ,  то пользование  фор мулой (5) 
являе тся  предпочтительнее.

Если случайный процесс  имеет спе ктр альну ю плотность вида

А  при 0 <  w ^  wi 

0 при « > гоъ
s* (м)

то, проводя  подобные рассуж де ния ,  мо жн о  найти,  что постоянная  
времени инерционной системы определится  из в ы р а ж е н и я

Т  Л / v 2

arc  tgcoiT  а:
(9)

min
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При определении погрешности вычисления корреляционной 
функции необходимо знать  спе ктр альну ю плотность случайного

• z0 (t) =  x 0 (t)-x0 (t -  т).

процесса.  Если считать,  что мно ж ительно е  устройство является  
безинерционным во всем д и ап азо н е  интересующих нас частот  и 
принять во вни мание  то обстоятельство,  что с п ек тр альн ая  пл от 
ность случайного  процесса  при сдвиге его по времени не меняется,  
го с п ек тр ал ьн ая  плотность ф лю кту аци й случайного  процесса Z 0(t) 
па выходе множительн ого  звена ,  т. е. процесса

20 (0 =  z0 (t) -  т го 

м ож ет  быть найдена  из вы раж ени я

О О

S,. 0 ')) =  i' S* (v)s.v(u> - v ) d v .  (1 0 )

- О О

Если с п ек тр альн ая  плотность случайного  процесса  x 0(t)  оп р ед е 
ляется  в ы р аж ен и ем  (8) ,  то применяя  фо р м у лу  (10) ,  можно найти,  
что спе к тр альн ая  плотность случайного  процесса  Z 0(() будет 
иметь вид (рис. 1).

S z H  =  4 1 (2w1 — ш).
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31 а основании ф ор мулы (2) постоянную времени инерционной 
системы можно определить  из в ы р а ж е н и я

2  A l N -  2 w i  —  со  ,
: '"iu =  — I— \   —  а 11 =

А 1 У 2-

1 - г  ы'-Т-

2(<h 7  arc tg 2(<hT---------1 n (1 ( И )

Опре делим  приведенную относительную погрешность  при в ы 
числении корреляционной функции в виде отношения

Я = Sinjn
Я;0

Т. к. значение корреляционной функции при т =  0 равно дисперсии 
случайного  процесса,  то в наш ем случае  *

ф   °inin   g4ljn
1 /?|()1 /1(01

Теперь вы р а ж е н и е  (11) мо жн о  за пи сат ь  в виде 

32 = 2 м , 7  arc tg 2мх7  — — 1 п ( 1 -j- 4м- Г 2), , ( 12)
пы,2Г- 2 1

П о л о ж и м  (0,7 > 1 0  000, тогда  м о ж н о  написать  arc tg 2м, 7  =  —■ ,

а вторым членом разности в в ы ра ж ени и (12) мо ж н о  пренебречь.
В этом случае  вы ра ж ени е  (12) примет вид

В2 =
coi Т

при N  — 1 3 .< 0 , 0 1,
Т. о. при исследовании случайного  процесса со спектральной пл от 
ностью (8) инерционная  система с постоянной времени

10 00.0 10 00) 160.)
— /1

т  = Ml 2tc/ i
сек

позволит  определить  корреляци онную функц ию с приведенной 
относительной погрешностью п ор яд ка  2%.  Время  усреднения м о ж 
но вычислить по ф ор муле

0,01 = е  1 .

Отсюда
t„ = 7  In 100 =  4,6 7  сек.

О бщ ее  время,  требуемое  для  определения  корреляционной ф у н к 
ции, будет с к лады ват ьс я  из необходимого  времени усреднения  и 
м а к с и м а л ь н о го  времени сдвига  т1Пах, т. е.

^общ<5- +  "'•max'

71

И
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Полученные резу льтат ы были использованы при ра зр а бо т к е  
корре ля тора ,  пре дназначенного  для  исследования  случайных п р о 
цессов низкой частоты. Точность работы ко рре лятор а  пр оверялась  
путем исследований случайного  процесса,  ко рре ляци он на я  ф у н к 
ция которого была  з ар ан ее  известна.  На  рис. 2 сплошной линией 
у ка за н а  действ ительна я  кривая ,  пунктирной линией кривая ,  в ы 
численная на корреляторе .  Истимное  значение корреляционной

функции опр еделялось  с использованием Э Ц В М  «У РА Л-1» и спе
циальной приставки,  п реобразую щей  непрерывные величины в д и с 
кретные. Если учесть точность обраб отки случайного  процесса  на 
Э Ц В М  (1— 2 % )  и сравнить  обе кривые на рис. 2, то мо жн о  сказать ,  
чю  погрешность  ко рр елятор а  не д о л ж н а  пре выш ать  6%.

Л И Т  Е Р  А Т  У Р А

1. В. Н. К у т и н. О вычислении корреляционной функции стационарного слу- 
ч.111[юго процесса по экспериментальным данным, «Автоматика п телемеханика», 
| 3. 1957.

2. А. Е. X а р ы б и п. Анализ ошибок в определении среднего значения 
цчайнои величины п ее квадрата, связанных с конечностью времени наблю

дения, «Автоматика и телемеханика», т. 4, 1957.
3. В. С. П у г а ч е  в. Теория случайных функции и ее применение к задачам  

ейгоматического управления, Гостехпздат, 1957.
4. А. А. Ф е л ь д б а у м .  Электрические системы автоматического регули

рования. Оборонгнз, 1957.
5. Д  ж. Л э н н п и г и Р. Г. Б э т т и н .  Случайные процессы в задачах  

.и гоматического управления. Под редакцией В. С. Пугачева. Изд. иностр. 
и т . .  1958.

6. А. И. К о м а р о в .  Применение трансформации спектра при определе- 
мп[ корреляционных функций случайных процессов, лежащих в области низких 

частот. ИВУЗ, «Приборостроение», т. V, № 3, 1962.


