
Г. А. САРК И СОВ

ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ВОЗМУЩЕННОЙ  
И НЕВОЗМУЩЕННОЙ ЛИНЕЙНЫХ САР

Часто можно встретить толкование различных вопросов теории 
автоматического регулирования с ограничением задачи ца класс 
систем, описываемых однородным линейным дифференциальным 
уравнением [1]. В большинстве случаев доказательство справедли
вости положения для системы, на которую не действуют возмущ е
ния, мож ет оказаться справедливым и для возмущенной системы.

Линейная система автоматического регулирования описывается 
дифференциальным уравнением

d" x(t)  , dn~ 1x(t)  ,
ao — 57л------ Ь a \ —  t- . . .  +  a nx  (t) =

d"4(t)
- ------------------------------------------  1--------- t- Omf  ( t ) ,

a t  a t

где x ( t )  —  координаты системы; 
f ( t )  —  возмущение.

Обозначая через D 0(p)  сумму членов, содерж ащ их начальные 
условия, можно получить операторное выражение для координаты 
x ( t )  [2].

.N (р) F  (р) +  р 0(р) . . Хг (р) /П
^  D ( P )  Х Ц р У  V1)

где D ( p )  —  операторный полином, соответствующ ий левой 
части дифференциального уравнения без ^ленов, содерж ащ их на
чальные условия;

N (р )  —  операторный полином, соответствующ ий правой 
части дифференциального уравнения.

М ож но ли по операторному виду одноц из координат системы 
сделать заключение о наличии возмущения, воздействующ его на 
систему в виде единичного скачка, единичной импульсной функ
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ции, экспоненциальной функции и вообщ е функции сам ого общ его 
вида? Очевидно, нет. При этом выражение координаты x ( t )  по ее 
операторному виду однозначно определяется теоремой разлож е
ния.

y J W L  t 

Л )  Й  Х 2( Р«)

при отсутствии нулевых и кратных корней.
П редположим, на систему воздействует единичная импульсная 

функция, а начальные условия нулевые. Тогда

X  (р) — nA p) A  __ (р )
D  (р)  Х г { р)

Найдем условия, которым должна удовлетворять линейная сис
тема, не подвергающ аяся действию возмущений и имеющая тот же 
переходный процесс, что и в рассматриваемой системе с возмущ е
нием в виде импульсной функции ненулевыми начальными услови
ями. Координата искомой системы у ( р )  = Х х(р )  долж но определять
ся выражением

у(р) _  М £> ,
V '  D ( P )

что очевидно из выражения £1) при подстановке в него F (p )  =  0. 
Тогда для равенства У (р )  —Х (р )  необходимо выполнение условия

D 0 (p) =  N (p ) .
П оложим D (p )  и N (р)  —  полиномы соответственно порядка п и 

т, где п =  т +  1.
Тогда

~Da { p)  N (Р ) _  аоРт +  fli Рт 1 +  .• • • + . « „

D (р) D(p) Рп + bi р п 1 + . . .  + Ьп
D 0(p )  определяется по D (p ) ,  если известны начальные условия. 
Действительно, [3]

Ip " v { р ) - р п- 1~ у ^ ) - р п- 2У ( 0 ) - . . . - у {п~ 1)т  +

+  Ъх \рп- х~ у { р ) - Р п- ^ ' { 0) - . . .  -  у<"-2 ,(0)] +
+  +

+  bn- 1 й ( р ) - у ( 0 ) ]  +  ь пу (р )  =  о 

ао — У (0)
а х =  j у (0) +  7 ( 0 )  (2)

а 2 =  Ь~у (0 )+  Ьху' (0) +  у "  (0)



Из последней системы легко определить начальные условия ис
комой невозмущенной системы, имеющей тот же переходный про
цесс, что и заданная система с воздействием в виде единичной им
пульсной функции:

у (0) =  а 0;
у '  (0 )  =  а г — бдУ (0);

у "  (0 ) =  а2 — b y  (0 ) —  (0 ); (3 )

у '"- 1' (0) = -  Ьху(п~2) (0) -  . . .  -  Ьп-гу (0).
Рассмотрим случай воздействия в виде единичного скачка 

f ( t ) —l.  Начальные условия для общ ности выберем произвольно. ' 
Тогда

N ( P )  , п  . ,
V  ( » )  -  Р +  Л Р )  -  N ( p )  +  P , ( p ) . p

D ( p )  ~  р  D  (р)  <4 )

В этом случае эквивалентную* невозмущ енную систему можно 
получить из условия

D u ( p)  =  N ( p ) +  D 0 ( p ) - p .

Следует учесть, что в этом случае порядок полинома знамена
теля (4) будет на единицу больше, чем в  рассмотренном выше слу
чае. П оэтом у порядок числителя может оказаться т — п— 2. Тогда 
s системе (2) левый столбец опустится на одну строку, то есть

о =  у (0);
а0 = Ъ\у (0 )  + у' (0);

a r =  b , y ( 0 ) +  Ь У ( 0 )  +  У ' ( 0 У ,  (5)

Аш =  Ь п -2 У  (0 )  +  Ъ п -х У ’  (0 )  +  . . . +  У " - 1' (0 ) .

Соответственно в системе (3) все слагаемые а / опустятся на 
одну строку. Получится система (6) для определения начальных 
условий эквивалентной невозмущенной системы

У (0) =  0;

У' (0) =  а 0 — 6 ,у (0 ) ;

У "  (0) — а х ~  Ьху' (0) — й2у (0); v (6)

у (”- 1) (0) = а т ~  Ь хУ {л- 2)\0) -  . . .  -  Ьп-ху (0)

* Здесь и дальше под эквивалентными понимаются системы, тождественные 
в смысле переходных процессов. ’
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Наконец, в самом общ ем случае, когда возмущение задано в 
операторном виде как полином F (р) и начальные условия ненуле
вые, мож ет быть получена эквивалентная невозмущенная система. 
Начальные условия для последней определятся, если взять

D 0 (p) =  N ( p ) F ( p )  +  D 0 (p)

В случаях, когда m=j=n— I, начальные условия будут получать
ся, как частные случаи системы (3 ), при опускании столбца а (- на 
к единиц, где к =  п—  (т  + 1 ) .

Таким образом , всякая линейная возмущенная система, может 
быть представлена как невозмущенная при соответствую щ ем вы
боре начальных условий этой невозмущенной системы.

Возмущенная система может быть представлена как система с 
единичным импульсным возмущением, если операторное выраже-

* 1  (Р)ние выходной координаты вида — х 2( р ) ’ и как система с единич
ным скачкообразным возмущением, при выходной координате вида 

*х(Р) 
р Х 2 ( р )  •

Следует отметить, что все сказанное справедливо, когда возму
щение, воздействую щ ее на систему в операторной форме, может 
быть выражено целым полиномом степени т < п .

Возм ож ность нахождения эквивалентных систем окажется по
лезной для анализа САР, а также для моделирования систем авто
матического регулирования на аналоговых вычислительных маши
нах. При сведении заданного дифференциального уравнения, 
описывающ его систему автоматического регулирования, к однород
ному потребуется число операционных усилителей, равное порядку 
однородного дифференциального уравнения.

Таким образом , на аналоговой вычислительной машине М Н-7 
могут моделироваться линейные системы с возмущением при по
рядке левой части не выше шестого.

Ниже приводится пример нахождения эквивалентной невозму
щенной системы, если исходная система имеет единичное скачко
образное воздействие на входе при нулевых начальных условиях:

(0 ,05р 2 +  0 ,4 р  +  1) л :(0  =  (0 ,5 р  +  1)-1 (/)
0 ,5  /> +  1 Ю р  +  20 N ( P)

Л  Y >  ~  Р (0 ,0 5 р 2 + 0 , 4 р  +  1) р ( р 2 +  8р +  20)  P D ( P ) '

Согласно формуле теоремы разложения:
x ( t )  =  1 — (cos 2t — 3 sin 21)

Приравниваем D 0 (p ) — N  (p)
Из системы (5) определяем:.

у (0) =  0;
у '  (0) =  10 -  8у (0) =  10;
у "(0 ) =  20 -  8 у ' (0) -  20у (0) =  -  60.
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Экивалентная невозмущенная система описывается дифферен
циальным уравнением:

у ' "  +  8 у "  +  20у' =  О, 
где _

у (0) =  0; у ' (0) =  10; у "  (0) =  — 60.
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