
В.  И.  К в а л ь в а с с е р ,  В.  М.  Х о р о л ь с к а й

■ Н ЕКО ТО РЫ Е ВОПРОСЫ МОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ 
СЛУЧАЙНЫ Х п р о ц е с с о в

П о к а за н о ,  что основные резу льт ат ы  кор реляционной теории 
случайных процессов могут быть  рас про странены на моментную 
теорию четного по р я д к а  случайных процессов.

Ра ссм отр ен ны е  в работ е  вопросы пр е д с та в л я ю т  интерес д ля  по ­
строения  более полной теории п р е о б ра зо вани я  моментов  сл у чай ­
ных функций,  что имеет  непосредственное  при ло ж ени е  к вероятн о­
стным метода м расчета  систем автоматического  регулирования .

Н Е К О Т О Р Ы Е  С В О Й С Т В А  М О М Е Н Т Н Ы Х  Ф У Н К Ц И И

Д л я  того, чтобы распр острани ть  известные свойства  момент-  
ных функций 2 -го по р я д к а  на моментные функции (м. ф.) четного 
пор ядка ,  определим н а ч аль ны е  и це н тр альн ы е  моментные ф у н к ­
ции (н. м. ф., ц. м. ф.) соответственно следу ющи м образом:

Г  A t ,  ... 1п) М  [*(*,) ... . - Ж ) !

k x (f, ... tn) M  U n (M  ... x"  (tK)x"{tKri) ... x  (tn) ),

где ■*"(t) =: x ( i )  -  M x ( t )  — це н три ров ан ны й случа й н ы й  процесс
(с. п.), ti 2к.

И з  определения  м. ф. следует

г . ( i . i )
О бозн ачи м:

М  | x(t) Iя r Xi„ (t).

Н а  основании об общ енного  неравенства  Гёльдера  [3] мо жн о 
за пи са ть

| г , (t, . . . / „ ) Iя r , . n (t,) ... г х,п {д .  ' ( 1.2)
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П у с т ь  (f (/) пр ои зво льная  функция.  Тогда

j  ... | Т r (tl ... tn) 9 (t,) ... ? (tK) <p(tK+i) .., 9 (*,) d t l ... d t n =
T T

УИ | J  x  (/) 9 (0 dt  |я > 0. (1.3)
T

Н азо вем  ф у н к ц и и  r x (tl ... tn), у д о в л е т в о р я ю щ и е  с оот но ш ен ию  
(1.3) ,  по лож ительно  определенны ми н. м. ф. л-го порядка .  Сво й­
ства  (1.1) ,  (1.2),  (1.3) являю тся  обобщ ени ем  известных свойств 
н. м. ф. второго поряд ка  [I].

Если с. п. x ( t )  имеет  на ча льны й абсол ютн ый мо ме нт  п ор яд ка  
к,  (0 <  к  <  оо), то х  ( t) имеет  на ча льны е мом ен ты  всех  п о л о ж и ­
т е л ь н ы х  п о р я д к о в  Г ■: : К , Т. К.

M x r(t) ■ М  I х  (/) |' <  М  ! х  (/) I*. (1.4)

Если случайный п р о ц е с с * ^ )  имеет абсолютный момент  п орядка  
к,  то при лю бы х и а2 ( 0 < а ]< а 2< к ) .

Y  М  I х (0  -  2 ( О Т  V М  \ x { t )  -  я (0 |Пг с у  м  | х Е -  «(/) | \
(1.5)

где a ( t )  — л ю б а я  функция.

Последнее  неравенство  для  .сл уча йных  величин д о к а з а н о  (см., 
например,  [2]).

В случ ае ,  если Г л ( t, ... tn) < ^ ,  то ли не й но е  з ам ы ка н ие  с л у ­
чай ных  величин x(t ) ,  ( t , e T t i — 1 ... п) о б р аз у ет  нор ми ров ан но е
пр остранство  с нормой

|| X (t) II =  у  М  I х  (() |я .

П ервы е  две  аксиомы но рм ир ованн ых  пространств,  очевидно,  
выпол няю тся .  Третья ак си ома  (неравенство  треугольни ка)  с ле ­
дует  из неравенс тва  Минковского

У  M \ y { t )  -  х  (/)я • У  М  I х  (t) I" -г у /  М  | у  (0 |л .

В д ал ь н е й ш ем  о к а ж е тс я  полезным следу юще е опр ед еление  не­
прерывности с. п. Сл уча йный процесс  x ( t )  на зы вае тся  н е п ре ры в­
ным в среднем n -го п ор яд ка  в точке  t, если

lim М  \Z(t  +  At) -  i(t) Iя -  0 

A t  -> 0

П рив едем  сл едую щи е простые теоремы.
Т е о р е м а  1. И з  условия непрерывности математи че ско го  

о ж и д а н и я  m x ( t ) = M x {t) непрерывности в среднем л-го п ор яд ка  
центр ир ованн ого  с. п. в точке t  выт ека ет  непрерывность  в ср ед ­
нем л-го п ор ядка  с. п. x ( t ) .  И з  непрерывности в среднем n -го по­
р я д к а  с. п. x(t) следует  непрерывность  т х ( t ) и х ° ( 0 - 
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Теорема легко  д о к а з ы в а е тс я  на основании неравенства  (1. 4) 
и неравенства

I n i  -  11*11 | <  Ц а  +  Ь\\ <  ! | а | !  +  | | 6 ! | ,  ( 1 . 6 )

если п о л о ж и т ь
а  =  x°(t) — х п (?), b =  m x {t) —

Т е о р е м а  2. С. п. x ( t )  непрерывен в среднем «-го поряд ка  
на замкн уто м  ин тер вал е  О с  t & а, если н. м. ф. «-го п ор ядка  неп ре ­
рывна  в любой точке д иа гона ли n -мерного п ар ал л елеп и п ед а  
0 <  /,• «  а,- (z '= l  ... «)  в нап равлении,  п а р а л л е ль н о м  хотя бы одной
коорд инатной оси. П ри  этом н. м. ф. «-го по р я д к а  непр ерывн а  по « 
переменным внутри «-мерного  пар ал леле п ип еда .

И з  свойств симметрии н. м. ф. «-го п орядка  следует,  что м. ф. не­
пр ерывн а  в нап равлен и и ко ордина тных осей в произвольной точке,  
л е ж а щ е й  на д иа гон али «-мерного  п а раллеле п и п еда ,  т. е. по л ю ­
бому напр авлени ю.

О тсюд а вытек ает  непрерывность  в среднем «-го п ор ядка  с. п. x ( t ) .
П о к а ж е м ,  используя  (1,2),  что н. м. ф. неп рерывна  в любой точ ­

ке, л е ж а щ е й  внутри «-мерного  п а раллеле п ип ед а ,  если с. п. x ( t )  не­
прерывен в среднем «-го по ря дка  в интервале  0 t < а.

Действительно,

I r x {tx +  Д*„ ... , tn A t n) Г  A t ,  ... 0 1 ?

- \ м  !*(*,  +  Д*,) . ' .  Л- +  д*„._,) [х (tn 1 м п) - -  * ( д ] } |  +  _

• \ м \ [ х  (/i +  At,) -  X Д)] x(t,) ... x { t n)\ <  i,

если | At/ | <  о, (z 1 ... «).

И з  последнего  неравенства  вытекает:
Т е о р е м а  3. Если с. п. х(1)  непрерывен в среднем «-го 

п оряд ка  на за мкн утом интервале  0 t Т .  то н. м. ф. «-го 
по р я д к а  неп рерывна  в любой точке /z-мерного п ар ал л елеп и п ед а

О tj <  Т , (i = 1 ... «).

Очевидно,  что точки р а з р ы в а  м. ф. могут расп о л а га ть с я  только 
на м н о г о о б р а зи я х  t l t2 =  ... =  tn =  ta, д ля  ко торы х т очк а  t0 я в ­
ляе тс я  точкой р а з р ы в а  с. п. x ( t ) .

Т е о р е м а  4. Если с. п. x , ( i ) . . . x n (t)  непрерывны в ср ед ­
нем «-го пор ядка ,  то их в за им н ые н. м. ф. «-го п орядка  неп ре ­
рывны. Теоремы 1— 4 остаются  верными и д л я  ц. м. ф. с очеви д­
ными изменениями,  в ы тек аю щ и м и  из теоремы 1.

В д ал ьн ей ш ем  мы будем пользо ваться  понятием предела  
в среднем «-го пор яд ка ,  т. е.

П П
x m ( t ) - > x { t )  или lim x m (t) ■= x{t),

m~>OQ
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если
lim М  | x m(t) — x(t)n =  0 .

m^oo

Т е о р е м а  5. Если M  | х т (t) |я <  оо , (m, -1 ...) и x m (t) x  (f)„
m-roo

то существует  и. м. ф. n -го п ор яд ка  с. п. х(^) в за и м н ы е  н. м. ф. 
п -го  по ря д ка  с. п. x ( t )  и x m (t) и вы пол няю тся  равенства.

И т Л *  {x(fj) ... x ( t t) x j t , + 1) ... x m {tk) x m(tk+])  ... x m(*„)) | д
m *  ос . — • ■ ■ — • л — r

- r x (t> ... t„ ) !. # , i =  0 ... n — 0. (1.7)
4 — ••• — 'n ‘

Выполнение  последних равенс тв  явля ет ся  и до статочным у с л о ­
вием сходимости

х т  (0  *  (0 .
т  >- о о

Н ео бх о д и м о сть .  Если п о л о ж и т ь  a  x m (t), b х  (t) - x m (t), то  
из (1.6) вытек ает ,  что М  \ x { t )  \п < с о .  Т. е. с у щ е с т в у е т  н. м. ф.  
процесса  х ( ( )  и вза им н ые  н. м. ф. сл у ча й н ы х  проц ессов  х ( ( )  и 
x m(t). З а м е ч а я ,  что

lim М  | х  (/>) ... x ( t „  i ) [ x  (t„) x m (*„)]] 0,

получим,  что соотношения (1.7) вы полняются  для  i =  n — 1.

Аналогично используя  соотношение  (1.2) ,  пр ове ряют ся  остал ьн ые  
равенства .

Достаточность .  Пусть выпо лня ютс я  равенс тва  (1.7) тогда 

lim М  | x ( t )  — x m (t) |n =  lim Ж  {[ х (0  - x m(f)] ... [* (* ) " -  ^ m( /) ]=0.
т  >  о о  m  ^  о о

Следствие 1. П оследоват ель но сть  в за им н ых  н. м. ф. п -го по­
рядка  с. п. x m (t) y{t )  (Л4 |у(^)я <  о о )  сх о дя т с я  с о отве тственн о  
к взаимной н. м. ф. п -го п ор яд ка  с. п’. х(^), y( t ) .

Следствие 2. И з  соотношений (1.4),  ( 1.6 ) вытекает ,  что

УИх(0 < с о  и lim M x m {t) = M x ( t ) ,  l im x ° m (t)m = x°(f)
/ П  - V  О о  ш  >  О О

и наоборот ,  если

х°т (/) -" *"(*). М х т (0 -> М х  (0,
/ П  >  о о  т -  о о

п
ТО х т ( ( )  - >  х  ( t).

т-*со

Следствие  3. Теорема  остается верной и для  ц. м. ф. с оч еви д ­
ными изменениями,  в ы тек аю щ им и из следствия 2 .
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З а м е ч а н и е .  Если равенст ва  (1.7) выпо лняются  в смысле  
об об щ ен ны х функций,  т о ’т а к ж е  считаем,  что

lim x m (f) =  x ( t ) .
т^оо

П Р Я М О Й  И О Б Р А Т Н Ы Й  Ф О Р М И Р У Ю Щ И Е  Ф И Л Ь Т Р Ы  Л-ro П О Р Я Д К А

Уточним,  что нужно понимать  под об ластью значений ли н ей ­
ного опе ратора ,  если об ластью определения  я в л яю тся  случайные 
процессы.  К а к  правило,  оператор  вкл ю чае т  в себя  некоторый п р е ­
дель ны й переход.  П рич ем  предельный переход осуще ствляет ся  по 
метрике  данно го  пространства .  Условно м о ж н о  запи сат ь

л: (t) = A^z  (X) =  l im Лг  (X),

т.  е.
l im М  | jc (() — A z  (X) I" =  0.

С т р у к т у р а  оп е р а то р а  А  оп ределяе тс я  опе рат оро м А*  и А г ( к )  
очевидно,  зав иси т  от линейной ко мбинац ии конечного  числа з н а ­
чений x z ( X )  при разл ич ны х зн ач ени ях  аргумента .

Н апр им ер ,  д ля  оп ерат ора

л > ) х = 2 <х +  Адх; - г ( х ) ,

Тогда  в силу  линейности опе ратор а  А  опе раци я  м ате матиче ско го  
о ж и д а н и я  и опе рат ора  А  пе реместительн ы.  п

Т е о р е м а  6 . Если М  \ A  z  (X)" <  оо и lim Л z (X) =  Л г(Х) =
=  x ( t ) ,  то с у щ е с т в у е т  н. м. ф. л -г о  п орядка  с. п. x(t>,  взаимные
н. м, ф. л -г о  п орядка  с. п. x ( t )  и Лг ( Х)  и выпо лня ютс я  р авен ­
ства

Л / g w ]  А \ к Акк + 1 ■■■ Ах п М  ( х (ty) ■ ■ ■ х  ( t j z  ( X i  +  i )  ■ • •

• • • 2 (ХК ) 2 (XA4 l)  ••• z(X„)} I h  ■■■ tn =

~  ^jr • • ■ i n) I /-•= • • ■ f„ =  /  ц =  о... л — i). ( 2 . 1 )

Выполне ние  пос ледних равенств я в ляе тся  и достат очн ым у с л о ­
вием сходимости

Л 2 (X) -> Az ( k )~ -x ( t ) .
С ф о р м у ли р о в а н н а я  т еорем а  вытек ает  из т е о р ем ы  5, если принять  
x „ ( t ) =  Лг (Х ) ,  x ( t ) =  Лг(Х). Тем боле е ,  т еорем а  остается  верной,  
если о п ер атор  Л не вк л ю чает  пр е д е л ь н о го  пер ех ода .

* Зап ись Л* озн ачает, что функция аргум ен та X п ер ев о д и тся  о п е р а т о ­

ром в функцию  аргум ен та /.
373



С л е д с т в и е  1. Если М  ] £(/) | я < о о ,  то д ля  с. п. Si f t  в ы п ол­
няются  соо тно шен ия

м  й )  ■ • ■ $ f t )  * f t + 1 ) • •. *  f t  ) T f t 7 7 )  •• • T f t ) )  =

=  A i i+ y  A\K \ k+x ■■■ Л4 f5 f t )  ■ - - S f t ) z f t /  +  i ) - "

2 f t )  Z ( \ k  +  1) - -  Z  (X„) ) .

Следствие  2.>B условиях те оремы вытекает,  что
A m , (X) <  о о , A m z (X) =  m x f t ,  Az° (X) =  д;0 (t), 

и наоборот,  если
Az°(t) = у (X), A m ,  (X) =  m ,  f t ,  

to  A z  (X) =  x  f t .

Следствие  3. З н а к  мате матич еск ого  о ж и да н и я  и о п ерат ора  А 
переместимы. С. п. x ( t )  = A z ( X )  существует,  если существует

< • • •  ^ r n v s , )  I •

С л е д с т в и е  4. О п р е д е л и м  с. п. x ( i )  с л е д у ю щ и м  образом 

М jjc ft) ••• * f t ) z ( X /  + i) . . .  z ( X * ) z ( X f c + 1 ) z ( X n)} I t l=. . . tn=t =

=  ^ r - ' -  A i r 2(X1 - -Xn) | f l = . . . /^ / , ( / -  i . . . n ) ,  (2 .2)

тогда  x ( t ) = A z ( k ) .  Действительно,  легко  заметить ,  что условия
(2.2) и (2.1) эквивалентны.* Следо вательно,  если

Л * )  • • •  А } *п Г 2 (Х, • • ■ X n) | , 1 = . . . =  , п=_ ,  0 о 1

то выполнение  соотношений (2 . 1) или (2 .2 ) необходимо и д о с т а ­
т о чн о ,  чтобы

х  f t  =  А г ( Х ) . * *

П р о а н а л и з и р у е м  условия  (2.2).  Случай ный  процесс  Аг(Х) да ет  
н а и л у ч ш у ю  о ц е н к у  по кр и тер и ю ми н им ум а сре д н е й  о ш и б к и  п-то 
п о р я д к а  з а дан но го  с. п. x( t ) ,  если выпо лне н ы у р а в н е н и я  (2 .2 ) д ля  
1 — 1 . . . п — 1. Д ейс твит ельн о пусть С — произвольный оператор,  
отличный от А,  тогда ,  используя  уравнения  (2.2) при t = l  . . . п — 1. 
пол учим:

М  | x ( J j  -  cz (A )  I п - 

= : М  \ л : ( ^ )  +  М  j czQ .)  | - - A z { x ) \ n M  \ A z ( X )  |n .

* Следствия 1, 2 вытекают соответствен но из аналогичны х следствий  
теор ем ы  5.

* Считаем, что x { t )  =  A z ( k ) ,  если выполняются со о тн о ш ен и я  (2,1) или
(2 .2 ) в смы сле обобщ ен ны х ф ункций.

** Зам етим , что теорем ы  5,6 остаю тся верны ми, есл и  потр ебовать  выпол­
нения условий 2,1, 2,2 и для различны х зн ачени й  tj ... tn.
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Отс юда  вытекает ,  что средн яя  ош ибка  «-го п орядка  мини­
мальна ,  если С - А  и равна

М  | x ( t )  — AzQ ,) j" =  М  | х  (f) |п — M  | Аг(к)\п.

Если,  кро ме  того, выполнено урав нен ие  (2.2) д ля  i =  п,  то ср ед ­
няя  о ш и б к а  п -го п ор яд ка  равна  нулю.

Р ассм отр и м  з а д а ч у  о возм ож но сти  определения  линейных опе ­
раторов  А и В,  у д о в ле твор яю щ их  условиям

x ( t ) =  AzQ) .  (2.3)

z(k)  = B x ( t ) ,  (кеЛ, teT),  (2.4)

где x ( t ) ,  z ( k )  — з а д ан н ы е  с. п.

Пост авден н ую за д ач у  назовем  проблемой построения  прямого  и 
обратного  ф о рм ир ую щ его  фильтра .

Н а  основании следствия  4 за пи ш ем необходимые и достаточные 
условия  сущес твовани я  представл ени й (2.3) ,  (2.4).
О тс юд а вытекает

Гд(Л •■•/„) A fl \ а Г , { К - - ' Ь п ) ,  (2.5)

А( > , - - - Х„ )  B tl B t n r x (tr - - a  (2.6)

м  U(/,)... * (tK ) x ( t k + ] ) ■ • • Т Щ Z Q j ■ -7(g) =

= A Kl- A k K A>.k ..l .. Г г (>.,•■• X„); (l- = i . . . „ _ i ) ,  (2.7)

Л4 (Z(/M) г(>.ж )z(XA + 1) z(k,) x ( t l + l ) at (#„)) -

Bt/. Btk + \ . . .  Btt r z (lt . . .  *„);(«'= 1  « - ! ) ■  (2.8)

С р а в н и в ая  (2.7),  (2.8) ,  получим:

А}л ■■■ A \ K ~A).k  ̂ \ Ау^Г 'z (>■! kn) =

Btn ■ ■ ■ B t i + \ r x ( t { ••• t„)-, (г- 1  ••• я  -  1). (2.9)

Полагая  i = n — 1, 1 в (29), по луч им  с у чет ом  (2.5), (2,6):

Гг(*. ■■■/„) A XnB t nr x (ti •... g f (2.10)

Л ( ) . ,  • • О  -  В/ ,  Л ,  Г,  (л, . . .  >.„). (2.11)

О тсюд а вытекает
Т е о р е м а  7. Д л я  представ ления  с. п. x ( t )  и z(X) в виде (2.3— 4) 

необходимо и достаточно,  чтобы опера торы А  и В  удо влетв оря ли 
ур ав н ен и я м  (2.5),  (2.11) или (2.6),  (2.10) или условиям  (2.10— 11) 
и хотя бы одному из ура внений (2.9).
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З а м е ч а н и е .  Если вместо (2.10— 11) пот ребовать  соответст­
венно выполнение  уравнений

А В  Е, В  А  =  Е
или

B t а ( Х - л ' )  о ( / . - > / ) ,  =  3 ( ^ - 0 ,  (2.12)

или Л 5  то условия  т е о р ем ы  становятся  до ст аточн ым и для  
возм ож н ости  представления  (2.3— 4).

П р о б л е м а  ф о рм ир ую щ ег о  ф и л ьт р а  п-го п ор яд ка  является  част ­
ной зад ач ей  определения  оптимал ьно го  оператора ,  когда минимум 
средней ошибки  n -го п оряд ка  равен нулю.

Если з а д ан ы  см еш ан ны е на ч аль ны е  моменты п - го п орядка  с л у ­
ч айных  процессов  x ( t )  и z ( X ) ,  то уравнения  (2.7— 8 ) опре де ляю т 
оп ти м альн ы е  опера торы А и В.

В качестве  примера  рассмотри м определенный кл асс  операторов

x( t )  Аг (/.) i e ( l ) - y( t , \ )dk,
А (2.12)

2 (/.) -  В х  (() =  \ x ( t ) j ( t , l ) d t .  (2.13)
т

У к аза н н ы е  представ лени я  для  с. п. существуют,  если

о ( t - f ) .  (2.14)
А

и выполнено одно из ура внений (2.5— 2.6 ), (2.9). 
Выпи шем  только уравне ния  (2.5) ,  (2.6).

Г ,  (К ■■■ >•„)- I ( Л  ( tr . . t ny j ( t l , i 1) . - - w , i n) d t r . . d t l,, (2.16) 
Тх ■ тп

Гх  (^  ■■■tn) .!■■■.) Го (X, ■ • -х„) ? ( / , ,  I,,).. .  <?(t„,\„)d'k1---dX,l. (2.17)
А! Ал

В частном случае ,  если

<Р( t , l )  = е ' а , Х)= Д -  х 6 — со, со),

условия  (2.14— 15) удовлетворяютс я .  И з  уравне ний (2.16— 2.17) 
следует ,  что если Г х tn ) во з м о ж н о  пре дставить  в виде  ин ­
тегр ала  Ф у рь е ,  то

ОО
x ( t )  = j  z (\ ) e i ,Kd \ , (2.18)

г(Х) =  ^  j х  (t)e l t k dt .  (2.19)
— OO
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Ра ссмотр и м другой кл асс  оп ер аторов
ОО

x ( t )  AzQ.) V z ( ) v) s J ^ ) .  
* i

z()v) \ x { i )  ’>j(t) dt,  (j 1 ••• ).
/■

Ук аза н н ы е  представления  д л я  с. п. существуют,  если

2 Ъ Ю ? Т ( 0  «(/  /'». <2 -20>
/

| ' ? ; ( 0 0 7 ( О Л  3.; , (», / =1 - - - ) ,  (2 .21)
т

и вы пол нен о хотя  бы одно из ура вне ний (2.5,) (2.6). .

Г г  (X/, ■ • ■ ) I' ■■■ [ Г г {/,-•• t„) Z ~ ( t J  • •>, (6,)d/, • ■ • dt„, (2.22)
Г, r „

(i, i„ 1, 2 •■■)

Г г  ( ^ • • ■ Г )  2  M X/ V  }'in) cPi1 (* 'i) ? / „ ( * n ) .  (2 -2 3 )
i \  - i n

В частном сл уча е ,  если (/) ~  eu’j ' '  \ ? j ( t )  . e'"-iil ;

О * Г .  Ш; - Г ,

условия  ( 2 . 2 0 - 2 . 2 1 )  у д о вл етво р яю тся .  Из  уравне ний (2.22 -2.23) 
следует ,  что если / \  ( ^ • •  - Г)  разлагается  в ряд  Ф урье ,  то

ДС(0 2  *(>■/) е ,<иГ  . (2.24)
/

z(>v) - х  ( / ) • d t ,  ( j  1, 2...). (2.25)

3. Б Е Л Ы Й  Ш У М  я - Г О  П О Р Я Д К А

Пусть  це нтр альны й момент  п-го поряд ка  д л я  с. п .  z ( i ) в ы р а ­
ж а е т с я  следующи м образо м

M V ' » )  С (>.„) 3 (>м ->.,)■■■ 3(/.я 1 -> .„ ) ,  (3.1)

и М г ( 1 , ) = 0 .  По  аналогии с белым шумом мо ж н о  н азв ать  с л у ­
чайный процесс  z(X)  белым шумом п-го поря дка ,  С (со)— интен­
сивност ью белого  шум а п -го порядка* .

*) Если 2 (л )— белый шум n -го порядка, то усл ови е (2.11) приним ает вид  
Д/Ах о ( Х — л') о  (X — л'). Е с л и  операторы  А п В — сопря ж енн ы е, то из 

п о сл ед п его 'р а в ен ст в а  вы текает Ах Л/ 8 ( /  — / ' )  -  3 (I — /') ,

2 5 -5 4 4 3 377



Д л я  с л у ч а й н ы х  величин введем понятие нек ор рели рова нн ости 
п -го пор ядка .

Случ ай ны е  величины z i{ z  назовем н еко ррели рованн ыми  
n -го п о рядка ,  если

М  [г. “• I* к I:к 1 ' • In (3.2)

где
hi

(h j

, . [ 1, если i ,
ч ••• t,i ;

( 0 , если ij  =  г'Л

З а м е т и м ,  что определение  формир ую щ его  ф и л ьт р а  n -го п ор яд ка  
для  лю бы х  с. п. мо жн о  свести к той ж е  задаче ,  только  для  оп р ед е ­
ленны х процессов  (например,  белый шум n -го п о р я д к а ) .  Д е й с т в и ­
тельно,  д ля  определения  представлений

у  it) А т(к) и т (/-) By( t ) ,

где y ( i )  и т ( К ) — з а д ан н ы е  случайные процессы,  мо жн о пр и ме­
нить с л е д у ю щ и й  прием.  Сначала  о п р е д е л яю тс я  опе раторы

y(t)  Cz (/.), z ( t )  D y  (>.),

m  (>,) zz ( t ) ,  z(/.) K m ( t ) ,

где г(Х) — белый шум n -го порядка .

Зат ем ,  замеча я ,  что:

А т  (/.) 

В  y( t)

С k m  (t), 
C D y  (>.),

п о л у ч и м :
А  =: С К ,  В  ED.

По ня тие  белого ш ум а  n -го п ор яд ка  м ож ет  ока за т ь с я  полезным 
при определении оп тим альн ы х операторов  по кри терию  минимума 
средней ошибки  n -го порядка .  Относительно уравне ний (2.7) м о ж ­
но за мети ть  следующее.  Если д ля  некоторого  случайного  процесса  
z (^ )  (белый шум п-го по рядка )  известен оп ти мальн ый  оператор  С

С/. С),: Г-2 ()., • К )  - М  \ y ( t ;) ••• У  (/,) 2  (/.,• , )  

(г 1---П 1; А,-еД; ^еТ)

: Ди) ))

(3.3)

и мо жн о  найти операторы Л и Б ,  что х(^) = Л г ( л )  z ( l )  = B x ( t ) ,  то 
д ля  определения  оптимал ьно го  опер атора  случайного  процесса  x ( t )  
применим к правы м и левым уч астк ам  уравнений (3.3) оператор

i !-1 А)Г'П

с, .

(г А  ■■■ п  1). П олучи м:

С\. м  lz fC) ■ z (ф) X (t; ■ j) X (t„)

У Vi ) x V i  i i) ••• x { t „ ) \ .  (г =  1 n  -  1),
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где с. п. y ( t )  под лежи т  воспроизведению.  И спо льзуя  

B t{ ■■■ B t . м  [х  (^)  ■ • • X (г1,,)]

Л1{г(/.,) ••• г (/..) x ( t iAA) jc(f„)},

(.i 1 ■■■ п - 1)

получ им:

C , B t[ . . .  ( t t t„)

M \ y ( t i) у  (>/) x  {tj ,> ■■■ x  (/„). J, (z 1 n  1).

Т. e. опе ра тор  СВ я в ляе тся  оптим альным .  Т. к. обычно задаются  

M \ y { t [) Ж )  * ( * / : i) ••• ~ * Ш  (» 1 « и,

то опе ратор  С н у ж н о  оп ределит ь  из уравнений

С/.( • С/.. Гг (/-| • >■„)

В /;  • • ■ В ,,,,  i М (г/ ( / , )  • ■ • у  {tt ) х  (i{ и ) • • ■ x{t„) | .  }.

(z 1 ■ • • п  1)

П о к а ж е м  т а кж е ,  что в о зм о ж н о  распр острани ть  методику оп р е ­
деле ния  ко рр еляци онных функций при линейных пре об разо вани ях  
случайных процессов на моментные функции.  Пусть,  например,  з а ­
дан  оператор  линейной системы А  и x ( t ) — входное  возмущение,  
a y ( t ) = A x ( i ) — выходное  возмущение .  Считаем, что известно 
представл ени е  случайного  процесса x ( t )  через белый шум п - го по ­
ря дк а  в виде (2.12).  Тогда :

y ( t )  \ z (/.) г (С  /.) d r  m v (t),
д

где
(Z. /.) A s'i{t, s) m.y (t) A m x {s).

Момент ная  ф у н к ц и я  на вы ход е  линей ной  системы опре делит ся  
ф о р м у ло й

k y (ti ■■■ t„) |'G (>.„)0 (^ ,  /.„) ••• <S ( t n , >■„) d'.„. (3.4)
Д

Рассмотрим  с л е ду ю щ и й  пример.  О п р е д е л и м  ц. м. ф. n -го п о р я д ­
ка де й ств и те льн ог о  с. п. x ( t ) ,  который скач ком  и зм ен яе т  свое  
значени е  в случайные незав иси мые друг  от др уга  моменты времени,  
а в п р о м е ж у т к ах  м е ж д у  этими моментами времени со храняе т  неи з­
менные значения ,  п р едста вл яю щ и е  собой незав иси мые в совокуп­
ности случайные величины,  имею щие равные  нулю математические  
о ж и д а н и я  и один и тот ж е  момент  n -го п орядка  М ( | )  =  hn.

Пусть  а  — математ ическ ое  ож и да ни е  числа  точек изменения  с. п. 
x ( t ) в течение единицы времени.  Введем вспомогательну ю сл у ч ай ­
ную величину у,  пр и ни маю щую  значение  нуль,  если в и н тервалах
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[ /ь /2] ■ • ■ [tn-  i in] с. п. x ( t )  постоянен и единица,  если в к а к о м -ли ­
б о  интер вале  есть хотя бы одна  точка  пересечения,  тогда

а ( t i — 12) | а \ t n 1
р ( у  0) е ■ е

р ( у  1) 1 - е  3 ( ' '  Ы  ••• е 3 1п 1

k x ( t t t„) М [*(*,) ••• x ( t „)0] е 3 U и  ••• е 3 tn 1
L -

М х (0 е '  3 ,х е 3 ' 1п 1 /л 1

A V  3 ! г( • • • е  3 ' •  0  . . .  е “ з | , л  1

П о л о ж и м  hn ( —̂- )  и я  > л ,  тогда  получим:

lim К х  (^  ... tn) l_) ■■■ ь(*п i - t n ) .
З а м е ч а е м ,  что сила ка ж д о г о  импуль са  б еск оне ч но  велика ,

* ( + F - .
1 1

д ли те л ь н о ст ь  импуль са  —  ------- -—  и интенсивность  к а ж д о г о

2Л п ' л
импульс а

a _L
а а \  а /f

бес к о н еч н о  мала.

4. С Т А Ц  Ю Н А Р Н О С Т Ь  /г-ГО П О Р Я Д К А

Б у д е м  называ ть  с. п. x ( t )  стацио нар ны м n -го по р я д к а ,  если
M x ( t )  const, n  2k,

k x { t i - - - t n )  k x ( / , + ......... I- t K - - t K+i ••• — t„) k r (r). (4.1)

Отм етим н ек о то р ы е  свойства с. п., о б ла д а ю щ и х  стац ио на рн остью
n -го поря дка .

kx ( г )  kx (г) ,

| kx  (г) | <  k  v (0) М  | х  (/) I».*

Условие  (4.1) обозначает ,  что статистические свойства,  о п ре д е ­
ля е м ы е  моментом n -го порядка ,  не за ви сят  от полож ения точек

,  , ар
* Зам етим , что кх (г)  =  М  [х (г) х (0) ■ • • * (0 ) / . Если у  ( / )   ̂ ~ т п г  х ( / ) ,dtP 

dnP
то к у ( г )~  (— \)"Р - y j w j r  кх (г).  И з непреры вности в нуле кх (г)  вы текает  
непреры вность с. п. x ( t ) .
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t \ . . .  t , а з ави сят  от их взаимн ого  ра сп олож ен ия ,  т. е. от суммы 
расстояний м еж д у  точк ами G . . .  t и tk+\ tn. Ра с с м о тр и м  вопрос  
о связи  с. п. с тац ионарно го  n -го п орядка  с. п., я в л я ю щ и м с я  белым 
шумом n -го порядка .  В том случае,  если z ( K )  являе тся  белым ш у ­
мом п - го поря дка ,  то пр ед ста влени я  (2.18— 2.19) имеют место, если 
выполнено уравнение  (2.17).

k r (*,■■■*„)- } G ().„) e f/lX" ••• e ~ itnK dK,.
 OO

Если k x (г) в о зм о ж н о  представ ить  в виде интеграла  Фу рье ,  то 
последнее  ура вне ни е  выполняется ,  поэтому

О С

x ( t ) .  1 z Q j e ' * 1 d l .  (4.2)
-О О  

. 00

Z (L) 77Г J x ( i ) e  П> d t ’ (4 -3)*" X)
О С

G ( о.) \ k ( r )e  iri" d r , (4.4)
“ — oo

где z ( X )  явля ется  бель^1 шумом n -го п орядка  с интенсивностью 
G(to) .  Н а зо в е м  спектральной плотностью n -го п ор яд ка  с. п.
х ( \ )  функцию 1Х (оз).

В том случае,  если случайны е величины z ( s . )  некор рели ро ваны  
n -го п орядка  (3.2) и T < t < T ,  представ ления  (2.24— 2.25) имеют 
место,  если выполнено уравне ни е  (2.23).

kx (U ■■■ t„) — Djei,iV'j ■■■ е ~ и "ы..
/

Если К х  (О в озм ож н о  пре дставить  в виде  ряда  Ф у р ь е  в интервале  
п Т  <  t < п Т , то по след нее  уравнен ие  вы полняется ,  поэтому

х  (0  Zl  г (/v )e ,/l'V ,
/

т

2 </.,1 -I rJ* x ( t ) e ' lUi dt.  (4,5)
' Г

п Т

DJ ~UTt~ j  k x  ( r ) e  l " V  (ir' U = 1‘ " ) ­
'  n T

Ф ор мулы  (4.2),  (4.5) опр еделяю т  с. п. стац ио на рн ые п - го поряд ка  
через белый шуп n -го по рядка  или через не к ор релир ова нны е сл у ч а й ­
ные величины п-го порядка .
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В д ал ьн ей ш ем  будет  полезным с л еду ю щее  обобщ ени е  эргодиче-  
ской теоремы.

Т е о р е м а  8 . Д л я  ц ен тр и рован н ого  с. п. х  (t),

-у- ( Xя (г) dt О,
г Т-+ГО

тогда  и т о ль ко  тогда ,  когда

/т- -учг j  ■ у  J (/, • • • tn) d t r  ■■ d tn 0 . (4 .6)

Из  теор ем ы вытекает ,  если m x (t) =  const и выпол няе тся  (4.6), то

- у  j л: (t) d t  /n.v ( 0 -
j .  T  т о

В том сл у ч ае ,  если стати ст ические  связи быстро убы вают с 
у в елич ен ие м  суммы расстояний м е ж д у  точк ами / « и  +  i ••• 2„,
д л я  выпол нен ия условий (4,5) дост ат очн о п р е д по лож и ть ,  что

I (^ ! ••■4 tK t k + i --------  t„) j =- I k x (r) ] < e при (4 7)

/- T„\ 0  t, T .

Дейс твит ел ьн о,  *

/
D m T  ( 2 T 0 ) n  1 f t "

jn
где

D m =  m a x -M  | лс(/) |" .

Д л я  стац ио на рн ых процессов  n -го поря дка  мо жн о д ать  с л е ­
д у ю щ у ю  о ц е н к у  условия  (6.4)

1 nTi  т. г . .
1 I t I = ! - fn  [  j kx (Г) dr  ( dt„ j' ••• j’ dt ,  ■■■ dtn 1 г

0  I '0  6  / ,  T

tmi.2-. -n- 1
(I T

+  1 k K(r) d r  1 d t„  I I d t, ■■■dtn 1 ; -
пТ г (7 t t т

i- 2 - ■ n 1
nT

dr

1 h

r j  4 0  (  1 Ч 1 )
'nT 

nT

T  j ( l  y ~ )  \R e k x ( r ) j  dr. (4.8)
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Т ео р ем а  8 д ае т  прак тичес кий способ построени я  ц. м. ф. п -го п о ­
р я дк а  д ля  станцион арно го  n -го п орядка  с. п. x ( t ) .  Д л я  того, чтобы

-=г \ z ( t )  > k x (/■„),
V Т  -  ТС

( где z (t) х  (t +  t , ) • ■• *  (t 6;); 6 i = 6 + - - -  Л б  н еоб хо ди м о  и
достаточно выполнения условия  (4.6) д ля  ц. м. ф. п - го поряд ка  
с. п. z ( i ) .  Условия  (4.7— 4.8) явл яю тся  только  достаточными, 
условие  (4 ,8 ) м ож н о применять ,  если с. п. z ( t ) — ст ациона рн ый 
n -го порядка .

Выясним ф из ический смысл спе кт ра льн ой плотности n -го п о ­
р я д к а  С (со) (4.4) с. п. x ( i ) эргодического по отношению к ц. м. ф. 
я - г о  порядка .
И з  со от но ше н ия

О О
И  1 ( •

k x (0).  \ G (u>)dw - lim f  j x"(t) d t ,
 OO T

вытекает ,  что G(co)dco мо ж н о  физически интерпрет иро вать  как  
среднюю мощность  более  высокого п ор яд ка  (именно п - го) г а р м о ­
ники частоты со.

З ам ети м ,  что ф о р м у л а  (3.4) у пр ощ аетс я  в том случае ,  если на 
вход линейной ст ационарной системы действует  ст аци она рн ый пр о­
цесс n -го порядка ,  тогда

kv(r) \ G(«>) : Ф (iw)|n e^ridWt 
А

где Ф ( т )  частотная  хара кт ери стика  системы. Т. е. с п е к т р а л ь ­
ная функция* «-го  по ря дка  на вы х о д е  линейной системы равна

Gy (о) [ Ф  До) |n G (ю).

П р е д п о л о ж и м ,  что с п е к тр а л ь н у ю  плотность  «- го  п орядка  с. п. 
x ( t )  м ож н о пре дставить  в виде

с  (со) 1" ( М Г  . п .  2к
1 ' ^  | F  (/.о) ( « ’ 1  '

где Н  (а) и б(Х) полиномы с действител ьны ми коэфф иц иен тами,  все 
нули и полюсы которых ра сп о л о ж ен ы  в левой полуплоскости.

В этом случае  мо жн о  р а ссм ат р и ват ь  с. п. x ( t )  ка к  резул ьтат  
п р е о б ра зо вани я  белого ш ум а «-го поряд ка  с единичной с п е к тр а л ь ­
ной плотностью линейным диф фе р е н ц и а л ь н ы м  уравнен ием  с посто­
янными коэ фф иц ие нт ами

F ( D ) x ( t )  Н  (D)z(t) .



В качестве  примера  рассмотри м с. п.
t

2 (0= С х(0Л,
—- ОО

где * ( 0  с. п. — н ек орре ли рова н н ы й  л - го  порядка .  Тогда  
t} tn

k2(t | /„) j ' j* G (/-,} о ()., /.J ••• o(>.„ , ) сД, • ■ ■ d/.n
■— C O

j" G (/^ ) / f  (/,.). если t-t tj\ (j  1 •■•л).
— OO

Н азо вем  г(Г) с. п. с нез ависи мыми пр ек р ащ ен и ями  л-го пор ядка .  
С. п. дс(0 связаны с 2 (0  сл е д у ю щ и м  образом

* (0  ~§Г г (0 -

Их момент ные  функц ии

tn ) T l ^ d T n W i )  если ! 1 "■ п >-
В за клю чение  можн о ^отметить, что резу льтат ы данной работы 

могут быть распро странены на векторные случайные  процессы.
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