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1. Изучение течений вокруг вращающихся тел тесно связано с 
вопросами проектирования турбомашин, электрических машин, 
охлаждения их роторов и т. д.

Наиболее простой задачей в этой области является рассмотре­
ние течения между двумя вращающимися с разной скоростью (и 
в общем случае в разные стороны) цилиндрами. В литературе из­
вестны как теоретические, так и экспериментальные исследования 
данного вопроса. Для ламинарного течения сжимаемой среды ре­
шение получено Л. Г. Степанянцем [1] (см. также [2], где рас­
смотрены другие случаи ламинарных течений данного типа).

При расчете турбулентного течения необходимо принять ка­
кую-либо гипотезу о связи турбулентных напряжений трения с 
осредненными скоростями течения. Обычно считают, что состав­
ляющие тензора турбулентных напряжений пропорциональны соот­
ветствующим составляющим тензора осредненных скоростей де­
формации [2]. Это предположение эквивалентно гипотезе (усло­
вимся называть ее «первой») о сохранении количества движе­
ния, выдвинутой Л. Прандтлем.

Однако при вращательном движении жидкости может быть 
принята и гипотеза о сохранении момента количества движения 
(«вторая») [3].

Использование «первой» гипотезы при изучении этого типа те­
чений можно найти в [2]. Но в работах [4] и [5] находит косвен­
ное, а в [3] — непосредственное подтверждение «вторая» гипотеза.

В предлагаемой статье проведено сопоставление расчетов ха­
рактеристик течения по «первой» и «второй» гипотезам.
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2. Так как результаты, вытекающие из использования «первой» 
гипотезы, можно найти в [2], то в данном разделе рассмотрим 
применение «второй» гипотезы.

Аналитически «вторая» гипотеза может быть представлена в 
виде [3] щ

_LlL = — d<rv> (9 п
р г дг '

где х — напряжение трения;
V — осредненная окружная скорость;
г — расстояние от оси цилиндров;
р — плотность жидкости;
е — кинематический (турбулентный) коэффициент вязкости;

Как ив [2], будем считать, что турбулентная вязкость изменяет­
ся с расстоянием от стенок цилиндра следующим образом:

8 = (Г2 — Г) (Г — Г,)

v* ' f 2 ~ Г \ (2.2)

где х — постоянная турбулентности;
Г1 — радиус внутреннего цилиндра;
г2 — радиус внешнего цилиндра.
Для простоты далее рассмотрим случай, когда внутренний ци­

линдр вращается, а внешний неподвижен. В этом случае с учетом 
уравнения сохранения момента сил трения имеем:

v*r = (2.3)

где — напряжение трения на поверхности внутреннего цилиндра. 
Подставляя (2.2) —(2.3) в (2.1), получим

д (гу) _ __ гДгд — Г1) 9 .

дг (г2_г)(г Г1) '

Интегрирование (2.4) д*йет  профиль скорости
rv

Г\ U*i
X (2.5)

где С — постоянная интегрирования.
Рассматривая ламинарные подслои около поверхностей ци­

линдров и считая их малыми, можно предположить, что распреде­
ление скоростей в них имеет линейный характер. Поэтому на гра­
ницах ламинарных подслоев скорости определяются:

^1л — ^1 а'У*!»

U*1  Г1г2л = яЦ* 2 = а -77-
(2-6)
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а соответствующие толщины этих ,подслоев будут равны:
а  V
V*! ’

а  у  __  а. у  г  2 _  Г  2

У * 2  ~  У*1 П _  ’л Г1

(2.7)

где а — некоторая постоянная. Постоянную а обычно полагают 
одинаковой для обоих цилиндров.

Подставив значения скорости (2. 6) и толщин ламинарных под­
слоев (2.7) в (2.5), получим, после исключения постоянной С, урав­
нения, определяющие распределение скоростей и закон сопротив­
ления:

г  
------  V. 
Г \

Г \

г  2 —  Гу
(2.8)

х ^ -  = 2 х а  + 2 1 п ^ 2  +1пГ^
V*! а V

Для сравнения приведем здесь результаты расчета по «первой» 
гипотезе [2]:

(2.9)

\У*1

Г \

Г

У * 1  П
а у Г1

,(2.10)

VIх — =  ха 
V*!

(2.11)

3. Одним из предельных случаев (при гь  г2-+-оо) является те­
чение Куэтта — течение между двумя параллельными стенками, из 
которых одна неподвижна, а другая движется в своей плоскости 
с постоянной скоростью v l . Для него, как из (2.8) и (2.9), так и 
из (2.10) и (2.11), следует одинаковый результат:

Г  —  Г 1 \  
г  а — г )  ’ (3.1)

V

*̂1

=  2ха +  2 1 п ^  ,
а  V (3.2)

где 5 =  г2 — Г1 — расстояние между стенками цилиндров. 
Следовательно, можно полагать [2]: а =  7,5; х =  0,4.
4. Для случая-^-<С1 закон сопротивления (2.9) можно предста­

вить в виде
х ^ = 2 х а + 2 1 п ( ^ - / ? , ) , / ? а - 2 Л .  (4.1)
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Закон сопротивления (4.1) в точности соответствует закону со­
противления в течении Куэтта (3.2). Отсюда следует, что параметр 
-у— <1 слабо влияет на сопротивление вращению, что подтвержда­
ется экспериментами Куэтта и Тейлора [2].

Произведенные расчеты показали, что формулы (2.9), (2.11) и 
(4.1) дают результаты, расходящиеся с экспериментальными дан­
ными Куэтта и Тейлора менее, чем на 5%.

5. Другим предельным случаем является вращение цилиндра в 
неограниченном пространстве, т. е. г2->оо. Из (2.9) видно, что 
последний член в правой части, который только и содержит г2> 
стремится к бесконечности при /'2—>оо. Это является недостатком 
данного подхода.

Принимая во внимание простоту формул (2.8) и (2.9) по срав­
нению с (2.10) и (2.11), необходимо отдельно выяснить причину 
неприменимости «второй» гипотезы для этого типа течения.

6. Па основании изложенного можно заключить:
а) в случае течения Куэтта расчетные формулы, полученные на 

основании «первой» и «второй» гипотезы, полностью совпадают;
б) если радиус внешнего цилиндра ограничен, то «вторая» ги­

потеза приводит к более простым расчетным соотношениям для 
закона сопротивления и профиля скорости (сравни (2.8) и (2.9) 
с (2.10) и (2.11), расхождение расчетов коэффициента сопротив­
ления по обеим гипотезам с экспериментальными данными Тейло­
ра и Куэтта не превышает 5%;

в) профиль скорости и закон сопротивления, полученные при 
помощи «второй» гипотезы, неприемлемы для расчета течения, вы­
зываемого вращением цилиндра в неограниченном пространстве.
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